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�������� 
I������� ���a��c� a�� ������� a� a� ���������� �����a���� ���� ������ ������� a�� 
���c�a���c �����. I� �ac� ������, ���' ����������� ��������� ����� ���bab����� �� ��������� 
���� ��� ���� ������. T��� �����a��� a ������a� c������, ���c� ����� �a���� ����c���� 
���a��c�, ����� ��� ��������� �� �a���� ����c���� c����a���� ������� ��� c������. M��� 
c��c����a��� �a����� ������������ �����a�� ���� ����, ���a�� ��a� a�� ���� ��c��� �� 
�������, a�� ���� �����. T�� ������ ���a�� ��a�� ������b����� ����b��� ������� ���b����c�, 
c�����a��� ���� a�� ����� �a��� a�� ��a��-����. T�� �����'� �����c����� � ������ca� 
������ �� �a����� ����� ��� ��a�� � ����� ��� ��a���� ���� �� �a����� (�.�. ba�����). 
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K�������: I������� D��a��c�, C������, R����a����, Ba����� 
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T��� �� a ������� ������� �� �a����� c�a����� �� �� P�.D. �������a���� a� ��� U��������� �� Wa���c�. I a� 
���a��� ����b��� �� �� ����������� C�a���� M������� a�� Ma��a��� S�a��. I �a�� ��c����� ������� a���c� ���� 
Ma�c�� A������, H���� Ba�-I�aac, A����a D������, S�a�� Na����ba�, Ma����� Rab���, Ca���� Da���� Sa����, 
Da���� S����, W��� S������, M�c�a�� Wa���a� a�� �a���c��a��� �� a ���b�� �� �����a��. I a��� ��a�� ��� E����� 
A�� H���a��� a�� ��� a�������� �������� ��� ������ c������� a�� �����������. F��a�c�a� ������� ���� ��� 





Ma���� c���������� �� ����� ������ a� a ������a� c������. R���� ���������� ��c������ (�.�. 
L���a� B�������, LTCM), ��c�������ca� ���bac�� (�.�. P��a����, C�������� C��������), 
��a��, c�����a�� �ca��a�� a�� ���� �����a���� (�.�. Ba����� Ba��, A����� A�������) ca� ���� 
��� ����-���ab������ c���a����, ������ �� �� a �a���� �� ������. I� �a�� ����a�c��, a �� 
�ac�� a ��a�� � a�� ca� ��c��a�� ����� a� ��� ������� �� ������� �a�����. F�� ����a�c�, a 
�a�c�a� ����������� ca� ��c��a�� ������� b� ��������� �� ������� a�����, ���c� �� ���� ��c��a��� 
��� ���bab����� �� ��������c�. O� a �� ca� ��c��a�� c��� b� �������� ���b������ ��a���� ����� 
������� ��� �����a���� a�� �����a���� ��� b�������. A���, a �a���ac����� ca� ����c� R&D ��-
��������� ����� ����a������� ���a� �����a���� ��a� ��c���� ������ �a���� ������c�. F���� �a�� 
ca�c��a��� ����� �� a ���a����c ��ac� ���� ���� ��a�� � ��� c���� a�� b����� �� ������a�. S��-
���a� ca� �a� ��� ���� b�ca��� c������ ����� ca� b� �a���� a�a�� ��������, b�� a��� b�ca��� 
��� �a����� �� ���a�� �a� c�a��� c���������� c��������� a�� ��c��a�� ������ �����. I� ���� 
�����, �a���� ����c���� �� �������� a� a ���a��c �����a����, ����� ��� �a�� ������� ���c� �� 
���a����c �a�b����: a �� �a�b��� �� ��� ������a�, ������� ��a� ���a�� �� ���� ��� �a��. 
A������� ��� ��� ���� ���c���� �� �a���� c����c�, I ������� a �� ��� ��������� ����� a�� 
a�a���� ��� �����ac���� b������ ���' ������a� ���a������ a�� �a���� ����c���� �� a ���a��c 
���c�a���c �a��. I� �a���c��a�, a �� ������� (�� ������ c����� ����) �� ����� ������ a�� ���� 
���������� ���������� ��� ���bab����� ��a� �� �������� ���� ��� ���� ������. T�� ���a��� �� 
���������� a�� ��a����� �� ��� ������ a�� ������ ��� ���� �� ��� ��c� ���������� a�c�� ��� 
��'� ���bab����� �� ������a�, b�� a��� �� ��� �a�� ����� ��� a�� ������ �� b� c�������� 
���� ��� �� �� ��� ������. T�� �a���� �� ���� ������� �� ������� a�� ������ ���a��' ������a� 
���a������ a� ���� a� �����. T�� ������ �� a c������, �� ���c� ��� ��� �� ������� �ac� �����. 
I� ���� �����, ����������� �� ������a� ����c��� ��c��a�� ���� �a���� c��c����a���� �� ����-
��b����, ������� ��� �ac� ��a� c��c����a���� ������a��� ��� ��������� ��� �� ����� ����a����a� 
�a��. T� ��� �����, c������� ��� ca�� �� �����c� B����a�� c����������, ����� ���� a �������� 
�����a��� �������� ��������, a�� ���c� ��� ���� ��a��� ��� a �� �� b� �� ��� �a���� �� ��� ���� 
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��a� ��� �a� �� �a� b�c��� a ���������� ��� ���� �� �. F����, �� ���� ca�� ����� a�� ����� �� 
���� c��c����a��� �a����� a� ���������� ��c��a���. S�c���, ���a�� a��� ������ ���� �� c��c��-
��a��� �a����� a�� ���c� a�� ���� ��c��� �� ����a��. C�����������, ��� �a���� ����� �� ��� 
���c� �� c��c����a��� ��a��� c���� ��, b�� ������� ��ac����, ��� ����� (�.�. ��������). T����, 
�a���� c��c����a���� ������������ �����a��� ���� �����, ���c� ���� bac� ��� �a���� ���� ���� 
c��c����a��� ��a���, �����b� �a���a��� ������� ��������� ��c��b����' �a�� ������ �������� �� 
��� c������. I� ���, a� ��� �a���� c�������� ���a��� c��c����a����, a ����c���� (�.�. ����� 
���) �� c������ac��� b� a� ��c��a�� �� ���a��� (�.�. ���a�� ��������� ���� �� ������a� a�� ���� 
�����). I� ������b����, ��� ������ ��c� a��a�� �����a��� ��� �a����, ���c� ������� �� ������ 
���' ��� ������� �a����, a�� c����������� ������ �����������, �� ���� c��c����a��� �a�����. 
T�� �a���� ����b��� ������� ���b����c� a�� ��� ���a�� ��a�� ������b����� �� �a���� ����c����� 
�� ������ a�� ������� a �������a� �a�����. 
T�� �a�� �� a �a���a� ���c�������, ��� ����a�c�, �� �a����� ���� ������ ���a� �a�a�� ���b-
����, ����� ���� �� �����a���� ca� ��a� �� ������ �a����� �� a ��.� C������� ��� ��������� �� 
��� �����a���� �����a����, ��� ��a��a�� ���b������ ��a���� ��a������, ����� c�������� ���'� 
�b����� ��a���� b����� ���c�a��. I� a ���� ���a� �a�a�� ������� �� ��� ����� (�.�. A���� 1984, 
R�b a�� F����a� 2005), ��� ����� c����� ���� �� �ac� ������, �����b� ��c��a���� ��� ���ba-
b����� �� �����c��� a ���� ��a���� �����c� a� ��� ��� �� ��� ������. I� c�������� �� ��� �����a�� 
a������� b�� ���� ��a���� �� ������b����, ���� �������� ���� �� �������a��� a� ���������� �� 
��� ���bab����� �� ������a�. I ���c��� ���� �������� �a�� �� ���� ���a�� �� A������� A a�� a� 
��c� ����c� a �����b�� ��c�������a���� �� ��� ����c�� ���� ����� ���c����� �� ��� b��� �� ��� 
a���c��.� T�� ������� ����� �� a ���� ab���ac� ���c������� �� �a�����, ����� ��� �a�� �� a �� 
� E�a����� ��a� ������ �� ���� a�� ��� ������ �� A����� A�������, ��� ���� ������� �� ���� �� ��� �a�c�a� 
��������, a�� ���� ��c����� ��� ������ a�� a����� c������� ���a���a�a�c� �� ��� �a���� ��� ��� ��c������a���� 
a� a ������ �� C����� Ra���� A���c���' (CRA) �������� �a���� ��ac��c�� �� ����c����� �a�c�. T���� ca� a�� b� 
�a��� a� �a���a� ��a����� �� �� �a������ ��� �� ���� �����a����. 
� I� ��� �����a���� �����a����, ���b������ ��a���� �a� b��� ��������a��� ����������� �� �����c� c���������� 
(�.�. K���� a�� L��� 1981 �� H����� 2002) �� ��ca� �������� �������� (R�b a�� F����a� 2005). A �a����� 
�� ������� ������ ��� �c��� �� a�a����� �� ��������� ���� ��a��c �a���� ����c���� (�.�. A���� 1984, Ba�-I�aac 
2005 a�� Da�a a�� F���, �����c�����). H������, �� ��� b��� �� �� ���������, ���� �� ��� ��� ����� ��a� 




��a�� ��� �� ��� ������ ��� a�� ���c� �� �a����� �� ����ca��� ��� ������ �� ���� ��ca�. H������, 
���� �� ����� �a����� ��� c������ ��� ������a� �� ����a�� a ��a���ab�� c��c��� �� ��� ��a�� �a�� 
�� ������� �� a� ��a����� a ������ �������. 
T�� �����a���� �� c������� �� �a��, ��� K���a� (2009) ��� a ��c��� ������. T�� ������a� c������ 
a�a����� �� ��� ������� ����� �� ����� ������� ���� �������� ��a�������. F����, �����a����� 
a�� ���a��� ���� b� �a����, ��� �a�� ���� ���� a� a���� ���� a ��� �����. I� �� �����, 
�������, ��� �����(�) ca� b� ��� a�� ���� ���� a�� ��� a�a�� ���� a� ������ �������. T��� 
��a���� �� �� ��a� �� �.�. B��� �� a� (1993), A����� �� a� (2001), Cab�a� (2002) a�� H����� 
(2004). T���� ������� ������ ��c�� �� ��� ���a����c ��c�� �� a�������� b������ ��a��� a�� 
�a��a��. M� ����� �ac��c�� ��� a�a����� �� a�������� �� ����� �� ������� a� a�a����ca��� 
��ac�ab�� ��������� ����� ����� ��a������a� ��������� �� �a���� ����c����, ��c� a� ��� ��c� �� 
�����, ca� b� ��������a���. S�c���, ��� ����c���� �� ��� �����a���� �� ����������. E�� ��a���� 
�����a����� a�� (����) ���a��c �a��� c�������� �� a ������ �� ��bc�������, ����� ��� ����c���� 
�� ��bc������� a�� ��� ���c��� ���� ��� ��bc������ �� ��� ����� a�� ��� (�.�. ���� ��� ������� 
�� ��a���� �a�� ca� ���c��� �� ��� ���� �a��). (�.�. R���� 1986, M�����a�� a�� S��a 2006, 
G��� �� a� 2012) I� �� �����, �������, ��� ���b�� �� ������� �� a ��bc������ �� ��� ���; 
������, �� ����c���� a�� ��a���� (�� ����) ca� ������� a�� ���c��� �� ��� ���� c������. D�������� 
�� ���' ���a������, ���� ��bc������� (�.�. �a���� ����c�����) a�� ���� ������ �� b� ��ac��� 
��a� ������. T��� �����a��� a ���a�� ��a�� ������b����� �� ��bc�������. T����, ��� ����� �� 
���������� a� ��� ���b�� a�� ��� ac��a� �a���� �� ����� ������ ������ �� ��� �������� �� 
c���������� ��a� ��� c������ ������������ �����a���. 
F��� a ��c���ca� ����� �� ����, ��� �����a���� �� �������� ���a��c� ca� b� ������� ���� 
���� �a��� ���a���. T�� �a������ �����a���� ��������a��� �a���� ����c���� ���a��c� ����ca��� 
�� �����c� c���������� �������� (�.�. J��a����c 1982, H�����a�� 1992). T�� ��c��� ���a�� 
��c�����a��� ���a����c �����ac���� ���� ��� a�a����� �� ������� ������ (�.�. Ma���� a�� T����� 
1988, Cab�a� a�� R����a� 1994). T�� ����� ���� �� ��������a���� �������� a ���� �����a� �a�� 
��������c ��a������ a������� ���, ����� a��a, a� a�b���a�� ���b�� �� ��� a�� �� ������������� 
�� a ��c� ���c�a���c ����c���� (��� E��c��� a�� Pa��� 1995 a�� ��� ������ �� ��� ��b������� 
4
 
�����a���� b� D��a������� a�� Pa��� 2007). T�� ��� a�� �����a���� �� ���� ������ �� �� �����c� 
a ��a������ ��� ������ca� ����; ���c�, ����� ������ a�� ����ca��� ����ab�� ���� ��� ������ca� 
a�a����� a�� ������� ���� ������ �� ��� �a� �� a�a����ca� ������� �� a������ ��������; �.�. ���� 
ab��� a������� ca� �a����. (D��a������� a�� Pa��� 2007). La����, ��� ������ ���a�� ���a��� 
��� �a�� ��������c ������� b�� ����� �� a�a����ca��� ��ac�ab��, ����� a��� a����� ��� a�b���a�� 
���b�� �� ��� a�� ���� ��������� ���c�a���c ����c���� (A��� a�� La�b��� 2003). M� ����� 
�� �� ���� �a���� ��a������. 
I ����� a ��a������ ����� ��� ���a��c� �� �� �a������ a�� ����� a�� c��������� ���������� 
a�� a�� ��� ������ b� ��������� ���c��. T�� ���� ����c� �� ��c���a���� ������a� �� ��� �� �� 
���a��' ����� c����, ��� ������b����� �� ���c� �� ��� ���� �� �. Ma���� c��������� (�.�. ���c��, 
��c�������, ��c) a�� ������������c a� ��� ������ a�� ���c� ��� ���c�a���c ��������� �� ��� �a���� 
�� ������ �������� b� ���' ������a� ���a������ a�� ��� ����� ��a� ������� �a������ �����a��. I 
�������c� ���c�a���c ����� �� a ����� �a�. A������� ���c�a���c ����� �� ��� ���� �a���� ��a� 
��� ��c������, ��� ���b�� �� ����a��� ����� �����'� a�c� ��� ���������� ���c�a���c ����c���� 
�� �������� ������ (�.�. J��a����c 1982, H�����a�� 1992, A��� a�� La�b��� 2003). I� ����� 
�����, ����� �� ���a��� ���� ���c�a���c b�ca��� ��� ��a�� ������� ���c�a���ca��� b�� �� ������b���� 
����� �� a ������������c ���c���� �� ��� ��a��. I ���a�� ���� ��� �����a���� b� a������� ��� a� 
a�a����ca��� ��ac�ab�� ����� ���c��� �����b� ������b���� ����� �� ���������� a�� a ���c�a���c 
���c���� �� ��� ��a�� �� ��� �a��. 
T�� a���c�� �� ���a����� a� �������. I� S�c���� 2, I ������� ��� ba������ �����. I ������ 
��a� ���� ��� �������c���� �� ���c�a���c ����� �� S�c���� 3. T�� �a�� ��a����� �� ��� ����� 
a�� ���c����� �� S�c���� 4. A� ��a���� �� a� �������� (ba�����) ����� ������ca� ������ 
a�� c��������� ���� ��� �����'� �����c����� �� �������� �� S�c���� 5. I c��c���� �� S�c���� 6. 
A������� A c���a��� a� ��������� �� ��� ����� ����� I ������� a �����b�� ��c�������a���� �� 
��� ����c�� ���� �a�� ���c����� �� ��� b��� �� ��� a���c��. A�� ��� ������� ������ a�� �����a��� 
�� A������� B. 
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T� � �� ���c���� a�� ������, ��� ���c���� ��� ������ ���� a c����� �ac��� β ∈ (0, 1]. T�� 
���b�� �� ��� ������� �� ��� �a���� �� ������� b� n ∈ {0, 1, 2, ...}. I� �ac� ������, ��� 
���a�� �� ���c� �� ��a����� c���������� a�� c����� ����� ���bab����� �� ������a� ���� ��� ���� 
������. F�� �� ���c���, I �� ��� ����� �����c���� ��� ���c�/��a����� �a�� (��� A������� A 
��� a� ��a����). T�� ��������c ������b���� ���� ��� a �� ���� ��� ���c�/��a����� �a�� 
(���c������ �a���� �a��) �� ������� b� π(n). 
���������� �� π(n) ≤ π(n − 1) ��� n > 2, π(2) < π(1), 0 ≤ π(·) < ∞, ��� lim π(n) = 0� 
n→∞ 
T�� ���-������ ����� ���� π(n) �� ���-���a���� a�� ��a��� ��c��a���� �� ��� ���b�� �� 
���, ��� �������� ���� �� ����c��� ��������. A��������� 1 c������� ���� ��a��a�� ������ �� 
����������� a� ���� a� ��������a��� �����c� (B����a�� �� C������) c���������� a�� ���c� 
���� ���c�ca���� �������a��� ca������ a�� ��� ca��� ����ca��� c��������� �� ��� �����a����.� I� 
�ac� ������, �ac� �� i = 1, ..., n c������ ��� ���bab����� �� ������a� xi ∈ [0, 1] a� a c��� �� 
g(xi) a�� ���c� ��� ���-������ ��� ���� �� π(n) − g(xi). T�� c��� ���c���� ca� b� ����������� 
�� �����a� �a��. F�� ����a�c�, �� a ��a��a�� ���b������ ��a���� ��a������, ����� ����������� 
c�������� �� ��� �����a�� ��� ��a���� �� ������b����, ��� ����� c����� ���� �� ��c��a�� ��� 
���bab����� �� �����c��� ���� ��a����. T��� ��a���� �� �������� �� ���� ���a�� �� A������� A. 
H������, ���� ��a� g(xi) ���� ��� ��������� ac��a� c����, �� ca� a��� b� ������� �� a� ������� 
��a� ��� �� ������� �� ����� �� ����c� b������� ����. I� ���� ca��, π(n) �� �������a� ���� ��a� 
��� �� ��a����� �� �� c������ ��� �������� b������� ���a���� (�.�. xi = 0) a�� g(xi) �� ��� ���� 
�ac��c�� �� ��c��a�� ��� ���bab����� �� ������a�. F�� ����a�c�, �a�c�a� ������������ �ac��c� 
������ ������� ���� ���� ��ba�� �� a ���� ����� ���������� ���a����. A���, a������� a�� c����� 
�a���� a���c��� (CRA) ���� �� ���� �� �������� �����a���� ���� ���� ���� a� ���a����ab�� a���� 
�� �a���� �� a c����� ��� �a� ���� c����� �� ����c�. T�� ����� ��b���� c���a���� �� ������ �� 
a�� ��� ���� �������a� ���� �� �ac��c��, ��� ���� ���bab�� �� �� ��a� a �ca��a� ���� ba������ ��� 
� F�� ����a�c�, �� a C������ ������� b��� ��a��-c���������� a�� ��a��-a���c���������� �a��� ����� ��a��� 
��c��a���� ���-�� �����. (A��� a�� La�b��� 2000) 
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a������ �� CRA �� ��� ���� ������. I �a�� ��� ��������� a��������� �� ��� c��� ���c����. 
���������� ��� g : [0, 1] → [0, g(1)], g(xi), g�(xi), g��(xi) > 0 ��� xi > 0 ��� g(0) = g�(0) = 0� 
g(1) < ∞� 
T�� c��� ���c���� �� ����c��� ��c��a���� a�� c�����. T�� a��������� �� b������ c���� �� ��� 
�������a�; ��� �a�� ������� a�� ��a�c��� �� I ���a� ��.� I�� ���� ������� �� �� a���� ��� a c����� 
��������. W������ �����, ���� �� ��� �� ��� �a� �� ������ ��a� ��� �a���� ����c���� c�������� 
�� a ���a�� ��a��. W��� ��� c��� �� ���� �� ������, lim g(xi) = ∞, ���� ��� ���� a �������� 
xi→1
����� �� �� ���� a� �� ������ ��� �a�� �� a����� (xi = 1) ���� ���� ����� �����. A� a 
c��������c�, ���� a �������� ����� �a�� ������ �� �a��� a�� ��� �a���� ����� �a���� �� ��� 
���� ���. W��� �����, �������, �� �� ��� ���� ��� a��������� �� b������ c���� �� ����� ��� 
��� �a���� ����c���� �� c������� �� a ���a�� ��a��, a� ����� �� S�c���� 3. 
I�c������ �� i, ��� ���b�� �� ��� (��� �a���� ����c����) a� ��� b�������� �� ��� ���� 
������ ���� b� n − k ���� ���bab����� xi Pr(k|x−i), ����� x−i = [xj ]j � a�� k = 0, ..., n − 1 ��=i 
��� ���b�� �� ��� ����� ��a� �� i �a����� a�� ������� ��� �a���� a� ��� ��� �� ��� ������.� 
Pr(k|x−i) �� ��� ���bab����� �a�� ���c���� �� ��� c���������� �� n − 1 B�������� ������b������ 
���� ��cc��� ���bab������� x−i. F�� ����������a� ��������, I ��� ������� ��� ����� ������� 
�����. 
���������� ��� ����� �� �� ������ 
A��������� 1, 2A a�� 3A a�� �a���a���� ���������� ���� ��c����. T�� ��a�� �a�� �� 
�������� ����a���, ��� ���a������ a�� a������ �� b� Ma���� a�� I ��c�� �� ��������c Ma���� 
� B������ c���� a�� ��a���ab��. C�������, ��� ����a�c�, ba��� c�������� ��� ��������. I� ��� �a���� �a��, 
�ac� ba�� ac������ a ��������c ��a�� �� ��� �������� a� ��� ������b���� ������� �a��, ���c� ���� b� �������� �� 
����� a�����. T�� ba�� ca� ������ a ���� π(n) �� �� ������� �� ��� �������� a���� a�a��ab�� (�.�. xi = 0), b�� �� 
ca� a��� ��c��a�� ��� ���bab����� �� ������a� b� �ac��c��� g(xi) �� ���� �������a� ���� �� �� ������� �� a����� ���� 
����� ���� a�� ������. T�� ��� ���� π(n) − g(xi) ca� ���� b� ���a���� �� ��� ������� �� �a�� a����� a�� ����� 
��a� ��� ������b���� ������� �a���. I� ��� ���� (�.�. ������ �� a�����) �� b������, �� �� ��� �������a� ������� 
��a� a ba�� ca� �ac��c� �� ����� �� ��c��� ������a�. 
� F��� �a����� ���� ��� b� ����������� �����a���. I� ��� ������c� �� �����, �a����� �a� ���� ��a� ��a� ��� �� 
����� �� ��c�� ���� a�������a� (�����) c��� �� �� ������ �� c������ �� ��� �a���� a�a��. F�� ����a�c�, ���� �� 
�����a���� ca� ��a� �� ���� c��� �� ��b�a����� (�.�. �����a���� c����) - a ���� c��� ��c���a�� �� ��-����� ��� 
�a����. A���, �� a �a�� ����� �����a���� �� �ac� ������ �� ��c���a�� �� �a���a�� �a���� ������c�, ����cc������ 
�����a���� ca� a�a�� ����� ��� �a���� ���� ������ b� �.�. b����� �a�����. 
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P����c� E�����b���� (MPE) ���������� ��� a�a�����.� T�a� ��, ���a������ ������ ���� �� �a�� 
�����a�� ������a����. T�� �a�� �����a�� ������a���� ca� b� c����������� c�������� ���� a 
��a�� �a��ab��, ���c� �� ��� ���b�� �� ��� n. 
W��� n ��� �� ��� �a����, ��� ���a��c �����a��� �� �� i �� �� ��� 
n−1
v(n; x−i) = π(n) + max −g(xi) + βxi V (n − k) Pr(k|x−i) (1)
0≤xi≤1 
k=0 
����� n �� ��� c������ ��a�� a�� V (n−k) �� ��� �a��� �� ��� �� �� a ��������c ������b���� 
�� ��a�� n − k. A���� ��������a���� a�� � ������ �������� (�.�. xi = x ��� a�� i), ��� ��� 
����� c��������� (FOC) �� ���� �����a��� a�� 
n−1 � � 
n − 1 n−k−1 − gβ V (n − k) (1 − x)k x �(x) + ζ − � = 0, ζx = 0, �(x − 1) = 0 (2)
k 
k=0 
����� ζ, � a�� La��a��� �����������, a�� I ��� ��� �ac� ��a� �� xj = x ��� a�� j � i, ���� = 
n−1 n−k−1Pr(k|x−i) = (1 − x)kx . T�� �� ��� �a���� �� ��� ��� ����� c��������� �� ��� ������ k 
�� ��� �ac��. F����, ��� c���������� �� B�������� ���a�� �� �� ��� ��� b�����a� ������b�����, ��� 
�� ��������. S�c���, ��� B�������� ���bab������� a�� ����a�. T�� �a���� �a� a���a� ������ 
�� ������c. H������, �� �� ��� ���� ������c���� ��a� a������� ���-����a� ������a� ���bab������� 
b�� c����a�� �a����a� c����, a c������� a������ ��������� ����c���� (�.�. R�b a�� F����a� 
2005, E��c��� a�� Pa��� 1995). I� ��� ������� ����� ��� �a����a� b���� �� c����a�� (����� 
���a��' ���a����) a�� ��� �a����a� c��� �� ���, ������ �� ��� ����� ������ �� �� ��ac��� ��� 
��������. I� b��� ca��� ��� ��a�� � b������ a ���� c��� a�� a ���� b���� �� ���-����a� a�� 
��� ��� ����� c��������� ����� ���-����a� ���a������ �� ��� ��a�� �a��ab��. 
� A������� ��� �������� �� ������b���� ���a������ �� c���a���� a �a��� �����a���� �� ��� a�a�����, ����� �� 
���� ������c� ��a� ���' ���� �a���� ���a������ a�� �����a�: ��� ����a�c�, E����b��� a�� Mac�� (2004) ��� 
��a� ��� ��a���� �� A����� A������� a����� �a� �� ������� ���� ����� �a��� acc������� ���. La�a a�� G��a 
(2008) a����� a� ��� �a�� c��c������ ��� ��� ca�� �� La������� a�� H���a��, ��� ������� b������ a������, ���c� 




T�� �������� �� ��� ��� ����� c��������� (2) �� ������� b� x(n). G���� A���������� 1 a�� 
2, �� �� �a�� �� ��� ��a� x(n) � 0. I����������, x(n) == 0 ca���� b� a ��������c ������b���� 
b�ca��� ���� a�� ���a�� �a�� ���� ���bab����� ���, ��� �� ���� b� a ���������� ���� ������ a�� 
���c� �� �a� a� ��c������ �� ������ �� ������a�. T���� a�� ��� �����b�� ���������: ��� c����� a�� 
��� ��������. I� �� x(n) = 1 a� ���� a� 
1 − β 
π(n) ≥ g �(1) + g(1) (3)
β 
A�����a������, 0 < x(n) < 1 ����� x(n) ������ (2) ���� ζ = � = 0. 
I� �����a���� (3) �����, ��� ������ ��� �a�� �� a�����, ����� �� �� �a�b���� a�� ���c� 
�� �a�����. T�� ��c���a�� c�������� �� ��a� ��� �����a�� ������ ������� ���� ��� �a���� �a�� 
�� c���� ��� c���. I� ��� �� ��� ���c���� ��� ������ (β = 1), ���� ���-���a���� ��� ����� 
(π(n) − g(1) ≥ 0) a�� a��� ��c���� ��� ��� �a���� ����c���� b���� a� a ��a�������. H������, a� 
���' � �a����c� ����� (β → 0), ��� ��c������ �� ������� ��c��a��� a�� ��� �a�b��, ���a������ 
�� �����. 
I ��� ���ab���� ��� �������c� �� a ��������c ���� ���a���� ������b����. 
����������� �� �� ��� ���� ������� ������ ����� ������ � ��������� ������ ������� �������� 
���� �� ���� ����������� 
������ S�� A������� B. 
N��� ���� ��� ����� ��a� ��� ��ac���� ���c����� a�� ����a�, ��������� ��� ��������c ������b-
���� �� �� �ac� ������ a� ���� a� ��� ����� �� ��� ��ac���� ���c����� �� ��� ����� (�.�.|∂xi/∂xj | �= 
1). I� ����� �����, a��������c ������b��a �a� ������ ���� �� a ���� ���c�a� ca��. A���, ��-
��������� �� ������a� a�� ���a����c ��b�������� (�.�.∂xi/∂xj < 0). T�� ���� P���������� ������� 
����c��� ���� ��� ��� ����� c���������: 
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����������� �� �� � ��������� ����������� �� ��� ���� ������� ������ �� ��� ���� ��� ��� 




 0 �� π(1) < g
�(1)1−
β
β + g(1) 
max{n : π(n) ≥ g�(1)1−β + g(1)} ���������
β 
I� �� � ����a�� ���� P���������� 2 ��a� ������ c��� �� ���������� a��, ����a�� ���� �������-
�����, ��c�� c���������� �� ��� �a���� �a�� (π(n) ����� ��� a�� n) ��a�� �� ���� c��c����a��� 
�a����� �� ��� ���� ���. G��a��� �a����c�, a� ca������ b� ��� ���c���� �ac���, �������� ��� 
�������c� �� ���� ��� �� a ���� ��� ������b����. 
T�� ��������� P���������� ��a��� ��� �a�� ������ �� ��� ab���c� �� �����. I� ����� ��a� 
������b���� ���������� �� ����c��� ������ �� ���� c��c����a��� �a����� ���� ���� ����� ����-
��� π(n) �� ��� ��c��a�� ���� c��c����a����. A� a c��������c�, �a�a����ca��� ��� �� ���� 
c��c����a��� �a����� ca� b� ���� ����ab��. 
����������� �� �� � ��������� ����������� �� ��� ���� ������� ������ ���� ���� �� ��� 
������ ������� �������� ���� ���������� �� �������� ���� n > n˜� ���� ��� x(n + 1) < x(n) < 1� 
������ S�� A������� B. 
I�����a����, ���� ��a� �� �� ��c���� ��a� ����� ����� a�� ���� ��a��� ��c��a���� ���� ��� 
���b�� �� ���. T�� ��������� b����� ��� ������ �� a ������a� c������ ��a� ��� ����� ���a��c� 
�����a�� ����������� �� c������ �����. T� ��� ����, c������� �����������-�����c� B����a�� 
c����������, ����� π(n + 1) = π(n) = 0 ��� a�� n > 1. I� ���� ca��, ���������� �� ������a� �� 
������ b� ������ ����c�a����� �� �a���� ����c����, �.�. b� ��� �����b����� ��a� a �� �a� b�c��� 
a ����������. C�a�c�� �� ������� ���� c������ a�� ������ �� ��a������� �a����� b�ca��� ��� 
�a�� ��� c������ ��� ��� �����. B�� a� �a����� ��� ����� ��� �a���� ���a��� c��c����a����, 
��� ��a��� ���� b�ca��� ����� a�� ����� ���a�� �� �������; c�����������, ��� ca�� ���� ab��� ��� 
������ a�� ������ ����. T�� ��c��a���� ���������� �c������, �������, �a��� ��������� ��� 
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���� ����ab�� ���� ����� ����� π(n) �� ��� ��c��a�� ���� c��c����a����. F����������, ���a�� 
��� ������ ���� a�� �a�� ���� ��a���� ���bab�����. N���, ���������, ��� ��� c�������a����� ��c�� 
a� ����: a������� �a����� ���a�� �a���a��� ��c��a�� a ��������� ��'� c�a�c� �� ������� ��� 
c������ (�.�. ��c��a�� ��� c������a���� �a��), ��������� ���a�� a�� �a���� �� �������, ���c� �� 
���� ������ ��� ������c�� (�.�. ��c��a��� ��� c������a���� �a��). I� ����� �����, a ����c���� 
�� c������ac��� b� a� ��c��a�� �� ���a���. I� ������b����, ��� ������ ��c� a��a�� �����a��� 
��� �a����. 
T�� �� ��� ����c���� �� ��� ba������ ����� a����� �� �� ����� c�a�ac������ ��� ������b��a b� 
c���a�a���� ��a��c a�a�����. T�� ��������� P���������� ����a����� ����� �������. 
����������� �� �� � ��������� ����������� ������� ������ ��� ������ ��� ���������� ����� ����� 
π(n)� ��� �������� ����� π(1)� �� ��� �������� ������ β� ��� ���� ���� ������ �� ��������� ���� 
��� dx(n)/dπ(n) > 0, dx(n)/dπ(1) > 0, dx(n)/dβ > 0� 
������ S�� A������� B. 
T�� ��c�� �� ����� ����� a�� ��� ���c���� �ac��� a�� ���������. P���a�� ���� ������������, 
������ �������� ����� ���� ��c��a��� ������b���� �����������, �������c���� �� ��� ���b�� �� 
���. T��� ��a�� ��a� �a�a����ca��� ��� ������ ��� �������� �a���, ��� ���� ���bab�� ��a� ��� 
�a���� ���� b�c���� a ��������: a� ��� �a��� �� �������� ����� �� ������, ��� ���a�� �� 
��c�� c���������� �� ������� a�� ���� ���bab����� a����ac���� ��� ���� ���� �a��, ���������� 
c������ �a���� ����c���� a� ��� ������. T�� ��������� c�����a��, ���c� �� a ����c� c��������c� 
�� P���������� 4, ����a����� ���� �b����a����. 
��������� �� �� � ��������� ����������� �� ��� ���� ������� ������ �� ��� ����� �� ��� 
�������� ��� ���������� �������� ��� ������� ���������� �� �������� ����� �� ��� ������� 
������ ���� ��� lim x(n) = 1� �� � ������������ ��� �������� ������ �� �������� ����� �� ���� 
π(1)→∞ 




T�� ������a� c������ ���������a���� �� ��� �a��, ��� c������ ��� a �����, �a� ���� ��a����� 
�� c����� ���� �a���� �ac��. I� b��� ������, ��� ������ ��� �����, ��� ���� ��� ������. 
H������, ����� �� a� ��a�� ��� c��c�a� ������c� b������ ��� c������ ����� a�� ��a��a�� �a���� 
�ac��. T�� ������a� c������ �������� �� ��� c������ ����� �� ��� a �ac�, �� �ac� �� �� ����� ��� 
��������. I� a �� ��� ��������c �a���� �ac� ���� ���������� �� ��� ���bab����� �� ���c����� 
����� � ��� a ���c��� ��� �� ��� �a�� b�ca��� ��� ���bab����� ��a� ��� �� ��� ��� ���� 
�� ��c��a���� ���� �����������. I� ��� c������ �����, �������, ������ ����� �� ���������� 
��c��a��� ��� ���bab����� �� �� ������a�� a�� a� ��c� ������� ��� ���bab����� ��a� a�� �� ��� 
��� ��cc���� �� ������� ��� ����� (�.�. b�c���� a ���������� �� ��� B����a�� ca��). I� ����� 
�����, ��� ���bab����� ��a� ��� ����� ���� b� ��� �� ��c��a���� ���� ��� �a��� �� ��� �����, ���c� 
�� �� c����a�� �� ��a� �� �b����� �� �a���� �ac� ������. 
� ����� 
E���� ca� b� �������c�� ���� ��� ����� �� �����a� �a��. I� a� �a����� ������� �� ��� a���c��, 
I ������� ���� a�� ������������c �����. T��� ����� ���c��� ��a�� �� ��c� �� ����� ���a��c�, 
�������: �a���� ����c���� ���a���� c�������� �� a ��a�� ��a� �� ab���b���.� I �������c� ���c�a�-
��c ����� �� ����� �� a�a���� ���� ��a�����c ���c�����. T�� ����� ���c��� ���c��b�� b���� ����� 
���� �������� �����a���� b�ca��� �����, ������� b���� ��������a�, �� ��� a ������������c ���c���� 
�� ��� ��a�� �� ������b����.� (��� �.�. J��a����c 1982, H�����a�� 1992, a�� A��� a�� La�b��� 
2003) 
T� �� ����� ��� ����������, �� ��a� ������� I ���� ��c�� ���� �� �������� ��������� �� ���c� 
xi ∈ (0, 1). F�� ���� �������, A��������� 2A �� ����ac�� b� ��� ��������� ������ a���������. 
� I� ���� ������ �����, ���� ����� a�� ��� �a�� ��� �� ��� �a����, ����� �� �� ����� a�� ��� �a���� 
c�������� �� ��� ��a��, ����� �� �a��� �� ���a� �� ��� c��� �� �����. O�c� ���� ��a�� �� ��ac���, ���� ����� 
������a���� ��� �� a�� �a� c��a��� b� �a����� ��� ��b���������, �� ��a��� ���� ����� ��� a�� ����� ��ac��� 
�� ������b����. 
� A ��������a� ����c���� �� �������� ��� ��� ��a����. F����, �� �ac����a��� a ���� ������ ��c������ ������a����. 
S�c���, ���� �� ��� ��a������a� �a� �� ��������� ����� �� IO (��� D��a������� a�� Pa��� 2007). H������, ��� ��� 
���a�� ��a�� a�a�����, a c��������� ���� a�������a���� ���� b� a������ ������� ����� ��� ������c�� b������ 
��������a� a�� ������a����� ����� ���a���a� a� ��� �����. 
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���������� ��� g : [0, 1) → [0, ∞], g(xi), g�(xi), g��(xi) > 0 ��� xi > 0 ��� g(0) = g�(0) = 0� 
lim g(xi) = ∞� 
xi→1
I� ���� ��c����, ��� ��a�� �a�� �� c������� �� a ������c� �� N + 1 ������. M��� ���c�����, 
�� �ac� ������ ����� a�� N ����� ������ �������� b� ��� �����c���� �����. I� �ac� ����� ����� 
���� ��� ����a�� �a� �����; �� ����� �����, �� �ac� ������ ����� a�� N �������a� ����a��� 
��� ����� ��������a���. T�� �a�� ����� ����� �� ���� �������� b� a �����c���� �����, ���c� �� 
�������a��� ��� �a�� a� �� ��� �������� ��c����: ��� ��a� ��� (����������) �a���� �a�� a�� 
������ �� ���a������� �� ������a�. T�� ��a�� �a�� �� ���� �������� ����a���, a� b�����. T� � 
����� ������ �ac� ������; ����� �� ���c������� ���� ac���� �������. 
¯ ¯L�� ��� ��� c��� �� ����� b� F = F + ε, ����� F > 0 a�� ε �� ��� ���� E(ε) = 0 a�� CDF 
ρ(·) ���� ������� [− ¯ Eac� ����a�� ����� ��� ��� ��� c��� �� ����� ������ ��������. A� F , ∞]. 
����a��'� ��� c��� �� ����a�� ������a����, b�� a�� ����a��� ���� ��� ������b����� �� ��� c����. 
T���, ����a��� a�� ������������. T��� �������� ������a� c�����ca��� ��� ��ac� �� ���a����c 
�����ac����� b�ca���, �� a������� �� ��� �a�� b������ ��c��b���� a�� ����a���, �� a����� ��� 
a ���-�����a� �a�� a���� ��� ����a��� ����������. I� �a���c��a�, ����a��� a�� ��� ��������c, 
��, ������� ��� ��������a� ����c����, ���� a�� ��ab�� �� ������� ��� ����� ���c��� ���� c���a���� 
������ a ������. I� �������� �������, ��� �������� �� ����a��� (b����� ��������) c������ ���� 
��� ��������a� ����c���� ����� ��� �� ����� b���� a ������������c ���c���� �� ��� ��a�� �� ��� 
�a�� �� ������b����. I� ���� �����, �� ��� c����a��, ��� n ��� �� ��� �a���� �� ����� l (��a� 
��, ��� ��c��b���� a�� ��� ����a��� ��� �a�� ������� b����� ����� l +1) ���� ����c� a� ����a�� 
�� ����� �� ��� ���� ����� ���� ���bab����� ρl+1,n, ���c� �� ���������� ������������. I� ���, 
������������� b����� ����� ����c�� a ���-�������a�� ������b����� �� ��� ���b�� �� ����a��� �� 
�ac� ��a��.� 
A��������� 3A ��, ���������, ������ a� �������: 
� E� a��� ������������� �� �������a� ��� ����� �� �a�� a ���-�����a� ���ac� �� ��� �a��. I� ����a��� ���� 
��a�a�� �� ����� ��� ��� c���� b����� ��������, ���� ����� �a�� ������ca� ����� �����. I� ���� ������ �����, 
���� ����� ������ �� a ������������c ����� ���c��� a�� a� ab���b��� ���a�� ��a�� ���� N �� ��c������ �a���. A� 
a�����a���� �a� �� �b�a�� a ���-�������a�� ������b����� �� ����a��� �� �ac� ��a�� ����� b� ������a����� ����� 




���������� ��� �� ���� ������ ����� ��� N ��������� ��������� ����� ����� ������������ ��
 
��� ��������� �� ��� ������� ��� l-�� ������� ������ ���� ����������� ρl,n ���� ����� ��� n ���� 
�� ��� ������ �� ��� ��� �� ��� �������� ����������� �� ������ ������ 
T�� ����a�� �� �� ��� ������ a ������ �� a� �������: 1. Fa������ a�� ����� �cc��. 2. I� ����� 
���� n ��� �� ��� �a�� ������ a�� k �a����, ���� ��� ��� ����a�� ������ ���� ���bab����� ρ1,n−k. 
Ob������� ��� ���b�� �� ��� �� ��� �a�� ����� �����, ��� l�� ����a�� ������ ���� ���bab����� 
ρl,n �� ����� a�� n ��� �� ��� l−1�� ����� �����. 3. A���� ��� �a� ����� �����, ��� �����c���� 
����� �� ��a��� a���� ��� n ac���� ��� (����a��� ���� ��c��b����). 
A��������� 1, 2B, 3B a�� �a���a���� ���������� ���� ��c����. A� b�����, ��� ���a������ a�� 
a������ �� b� Ma���� a�� I ��c�� �� ��������c Ma���� P����c� E�����b���� (MPE). L�� ��� 
������b���� �a��� ���c���� a� ��� ��� �� ��� l�� ����� ����� b� Wl(n). (T�a� ��, n ��c����� ��� 
l�� ����a�� �� �� �a� ������� ��� �a����.) T���, 
Wl(n) = Wl+1(n + 1)ρl+1,n + Wl+1(n)(1 − ρl+1,n). (4) 
T�� ��������a� �a���� �� ����� �ac����a��� a �� ��� ��c������ ������a���� �� ��� ����� ���-
c���. I� �a���c��a�, ��� ��� ��� ����a�� ��� �a��� �� b���� �� ��� �a���� �� ���� ��� ����c��� 
������b���� �� �a��� ���� ��� ������b����� �� ��� ��c��� ����a��'� ����� ��c�����, ���c� �� 
���� ������� �� ��� ����� ����a��'� ��c����� a�� �� �� ����� ��� �a�� ����� �����. A� ����� �� 
�� ������� ����� a���� ��� �a�� ����� ����� �� a ������, WN (n) = V 
e(n), ����� V e(n) �� ��� 
(��������c) ������b���� �a��� ���c���� �� ��� �� �� ��� �����c���� ����� a�� ����� a� 
V e(n) = π(n) − g(x e(n))+ 
n−1 � � 
βxe(n) [W1(n − k + 1)ρ1,n−k + W1(n − k)(1 − ρ1,n−k)] n − 1 
k 
(1 − x e(n))k(x e(n))n−1−k 
k=0 
(5) 
����� xe(n) �� ��� ���� a� ����� �� ����������. T�� e ������c���� ��a��� ��� �����. E��a���� (5) 
�� �� ��a� �� (1), ��c��� ��� c������a���� �a�� �� ��� ��� ����c��� ������b���� �� �a��� ���� 
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��� ������b������ �� ��� ���b�� �� �a����� ��� a� ��� ��� �� ��� ������ a�� ��� ��� ����a��'� 
����� ��c�����. F����, I ���ab���� ��� ������ ��������c��� �� ��� �a��� ���c�����. 
����������� �� V e(n) ��� Wl(n) ��� �������� ���������� �� n� ������������ Wl(n) �� �������� 
���������� �� l� 
������ S�� A������� B. 
I ca� ��� ����� c�a�ac������ ��� ����� ���c���. T�� l�� ����a�� ������ �� Wl(n + 1) − F > 0, 
¯��a� ��, �� ������ ���� ���bab����� ρl,n = ρ(Wl(n + 1) − F ) ���� ����� a�� n ��� �� ��� 
�a���� a� ��� ��� �� ��� �������� (�����c���� �� �����) �����. I� �� ��� ��c��� �� ��� ��a� 
0 < Wl(n) < ∞, a�� ��������� 0 < ρl,n < 1. C�����������, ����� �� a (���c�a���c) ����a� 
�� a�� ��a���. F��� P���������� 5 �� ������� ��a� ρl,n < ρl+1,n a�� ρl,n > ρl,n+1. I� ����� 
�����, ������ a ������, ������� �������, ����a��� ����� ���� ���a��� ���bab����� �� c����� �� ��� 
�����c���� ����� a�� ���� ��� �a���� �� ���� c��c����a���. B��� ������� a�� ���������. A� 
����a�� c����� �� ��� �����c���� ����� ������ ���� ������ ���bab����� b�ca��� ��� ��c���a���� 
���a����� ��� ���a����� �������a� ������� �� ��a� ������ �� ��a����. A���, ���� c��c����a��� 
�a����� �a���a��� a���ac� ���� ����� a� ��� �a��� ���c����� a�� ��c��a���� �� n. T���� �a� 
���� �� b� c�������a����� ��c��. H������, ���� (4) a�� P���������� 5 �� �� � ����a�� ��a� 
ρl,n > ρl+1,n+1. T��������, �� ����� �cc��� �� a ����� ����� �����, �� ���� ��a�b�������� ����� 
��� ���bab����� �� ������� �����. 
N�� �� �� ���a��������a�� �� ����� ��� �a�� ������ �� ��� a���c��, ��� ������ ��������c��� �� 
��� ������b���� ���������� �c������, ��� a�a����� �� P���������� 3 �� ��� ������c� �� ���c�a���c 
�����. 
����������� �� ������ ���������� ����� �� � �������� ���������� �������� �� ������ ���������� 
����� ���� �� xe(n + 1) < xe(n)� 
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������ T�� ����� �� ���� �� ��a� �� ��a� �� P���������� 3. 
T��������, ����� ��a� �� ���c�a���ca��� ������������ ���� c��c����a���� ���� ��� b��a� ��� 
������ ��������c��� �� ��� ������b���� ���������� �����. T��� �� ������a� ���������� b�ca���, 
a������� ����� a�� �������a� ���a��� ��� ������a�, �a���� c��c����a���� ��� ������a��� ��������� 
�� ����� ����a����a� �a��: �� ca� b���� ���� ����, �� �����a��� ���a�� ��a� a�� �a���� �� �������, 
a�� a��� a���ac�� ���� �����. Y��, �� ������b���� ����� ��c�� a�� �����a��� b� ��� �ac� ��a� 
����� a�� ����� ���a�� �� ����a��. T�� ����� ���c��b�� ���� ��������� �������� ���a��c�. I� 
��a������� �a�����, ��� ������b���� �a��� �� ��� �� �� ��� a�� ���� ��� ��������� �� ����� �� 
��� ���, ����� ��� ������ ������. T�� �a���� ��������c�� a ��a��-���. H������, a� ��� �������� 
b�c���� c��c����a���, ��� ������ ����, �a�� ���� ��a���� ���bab����� a�� ����� a��� ���������. 
T��� �������� ��� �a���� ���� b�c����� ��� c��c����a��� ��� a ��������� �� �. C�����������, 
��� ����� ����b��� c��������� ���b����c� �� ��� ���� �� �a������ a�� ����� ���� �� ��� �� ��. 
N�� I ���� �� ��� a�a����� �� ��� ���� ��� b��a����� �� ��� �����. 
A� ����� b�����, ��� �� ���� ������������� �� ����a��� �������c�� a ���-�������a�� ������b�-
���� �� ����a��� �� �ac� ��a��. T��� c�����ca��� ��� ���c�a���c ����c���� �� ��� �����. I� ����� 
�� �ac������a�� a� a�a����ca��� ��ac�ab�� a�a����� �� ��� ���a�� ��a�� ���a��c�, I a���� c��������� 
�� � a������ a����. I� �a���c��a�, I ��� ��� ������b���� ���������� �� ��� ���c���� �� � �a�� 
ab��� �� ������ ��a������� ���bab������� ���� �ac� ������ �� ��� �a�� �� �������� ��a��. I� 
�����c�, I a� ����� �� ��a������ ��� ���c���� �� � Ma���� ��a������� ������ ���� a c��������� 
�� � a�a����� a�� ���� ����� ��a� ��� �a�� �����c�� a b���� a�� ��a�� ���c���. 
L��'� �������c� �����c���� ��� ������ �� a ������ dt. N��� ��a� ��� ������� ab��� ���� �b�a���� 
�� ��� ���c�a� ca�� ���� dt = 1. I a� ����� �� ���a�� ��� ���a��c� �� b���� a�� ��a�� ���c�����, 
�� �� �� c��������� �� ������ ��� ���bab����� �� �a����� a� 1 − xe(n) = θn. T��������, �� a ������ 
a �� ���� �a�� ���� ���bab����� θndt a�� ���� ������� ���� ���bab����� 1 − θndt. A���, ��� 
l�� ����a�� ������ ���� ���bab����� ρl,ndt ���� ����� a�� n ��� �� ��� �a����. I� ��� ���� 





����������� �� ����� ������ � ������ ���������� ������ ����� ������������ P, ���� ����������� � �−1�∞ � n−1���� �������� Pn = λn−1 ��� n ≥ 1 ���� P0 = 1 + λi , ��� E(n) < ∞� µn Pn−1 n=1 i=0 µi+1 
����� µn = nθn ��� λn = l ρl,n� 
������ S�� A������� B. 
T�� �a�a������ µn a�� λn a�� ��� ��������� �a�a������ �� ��� Ma���� ���c���: µn ca� 
b� ����������� a� ��� a���a�� ���b�� �� �a������ (��a���), a�� λn a� ��� a���a�� ���b�� �� 
������� (b�����) �� a ������ ���� n ���. A������� ��� ����� ���c��� �� ��������a� (a ������ �� 
B�������� ���a��), �� ca� b� ������� �� a� a b�����a� ���c��� ���� �a�a������ N a�� ρn ����� 
ρn = l ρl,n/N . T��� �� �� �a�� �� ��� ��a� ��� ���c��� �� �������a��� a ���� ����� ��a��-b���� 
���c���. W� ca� ����� �� µnPn a� ��� �� �� ����� ���� ��� ��a�� ���� n ���, a�� λn−1Pn−1 
a� ��� �� �� ��� ������� ���� ����� a�� n − 1 ���. I� ��� ���a�� ��a�� ������b����� ����� ��� 
��� a�� ���a�. E����a������, ��� ���������� �a��� Pn/Pn−1 �� ���a� �� ��� �a��� �� ��� ������� 
���� ��a�� n − 1 ���� ��� ����� ���� ��a�� n. 
����������� �� ��� ���� ���������� ������� ����� �� ������ ������ ���� ��� ��� ���� �� ��� ������ 
����� ������������ �� n ∗ = max{n : λn−1 > µn}� 
������ B� P���������� 6 µn �� ����c��� ��c��a����, a�� b� P���������� 5 λn �� ����c��� ��c��a���� 
�� n. F����������, lim λn = 0 a�� lim µn = ∞. A� Pn/Pn−1 = λn−1/µn, ��� ���bab����� �a�� 
n→∞ n→∞
���c���� �� ��c��a���� ����� λn−1 ≥ µn a�� ��c��a���� a�����a���. A� a ������, ��� ���bab����� 
�a�� ���c���� ��ac��� ��� �a�� �� ��� ��� ������� n ��� ���c� λn−1 > µn. 
T�� a���a�� ���b�� �� ����� ���� a ��a�� �� a� ��c��a���� ���c���� �� ��� ���b�� �� ���, 
�����a� ��� a���a�� ���b�� �� ������� �� a ��c��a���� ���c���� �� ��� ���b�� �� ���. T��� 
� ����� ��a� ��� ���a�� ��a�� ���������� �a��� Pn/Pn−1 ��c��a��� ���� ��� ���b�� �� ��� n. 
I� ������� ��a� ��� ���� ������ ��a�� �� ��� ��a�� ���� ��� ������� ���b�� �� ��� n ��� ���c� 
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Pn/Pn−1 > 1. T��� �a��� ��������� �����, b�ca��� ��c� a ��a�� n ∗ �� ��� ���� ��a�� ���� ��� 
��������� ��������: ��� (a���a��) ���b�� �� ��� �������� ���� n ∗ −1 �� �a���� ��a� ��� ���b�� 
�� �� ������� ���� n ∗ , �����a� ��� ���b�� �� ��� �������� ���� n ∗ �� ��a���� ��a� ��� ���b�� 
�� ��� ������� ���� n ∗ + 1. 
S��� ���������� �� ��� ������b����� ca� b� ��a���� ����c��. A� a c��������c� �� ��� ������ 
��������c��� �� ��� ����� a�� �a����� �a�a������, ��� ��a�� �� ��� ������b����� ca� b� �� ��� 
�����. I� �� n ������ ��c� ��a� λn−1 > µn, ���� ��� ���bab����� �a�� ���c���� �� ����c��� 
��c��a����. I� ���� ca��, ��� ���� �� ��� ������b�����, ��a� ��, ��� ���� ���������� ������� ��a��, 
�� ��a�� ���� (�� �� �� ��� �a����). I�, �� ��� c����a��, λn−1 > µn ��� ���� n, ���� ��� 
���bab����� �a�� ���c���� �� ����c��� ��c��a���� ��� ��a�� n, a�� ����c��� ��c��a���� a�����a���. 
T���� ��� ca��� ������� ��� �a����� �� a �������a� ������b�����: a ���� �a��a�c� ca�� ���� ����� 
a ����c��� ��c��a����, �����a� a ����� �a��a�c� a� ��c��a���� ���� a��������ca��� ��c��a���� 
c����. 
� ���������� 
T�� ����� ������� a �������� ������ �� c���������� �� ca����� �� a �� ��� ��a������ ��� ��-
�a��c �������a� b������ ���' ������a� ���a������ a�� �a���� ����c����. P���a�� ������������, 
��� ���a��c ��a��-� b������ c������ a�� ������ ����� �� ��c���� �� a�� �� ������ �� ����a�� 
���� ��a��a�� ��a����� �� ���c�a���c �a���� ���������. A������� ��� ��������c ��a������ ���-
��b��� ��� ����� ���� a��������� �a�� ����������� ������ca� ��������a �� �������� ���a��c� 
(�.�. �a��a�c� �� �� ������ �a���, ���� ������b�����, ��c.), �� �� ����� ab�� �� �a����a���� ��� ����-
����� ������ca� �����a������. I� �a���c��a�, �a�� ���������� a�� c�a�ac������� b� ��a��-���� 
a�� c�����a��� ����� a�� ���� �a���. S� �a� ��� ��������ca� �����a���� �a� ����a���� ��a��-���� 
b� ��� �������c���� �� ���� �����a���� ���c�� a�� c�����a��� ����� a�� ���� �a��� b� �c��a-
����� �� ���a��/���a���� �c���c� a�� �����ac����� �� �������� ��c���������/�����c�� (S����� 
2007). I� ��� c������ �����, �������, ��a��-���� a�� c�����a��� ����� a�� ���� �a��� a�� ��� 
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������ b� ��������� ���c��, b�� a�� ������ ��� ������� �� �� b��a�����.�� 
B� a���������, ��� ������b����� �� ������ ��a���, c��������a� �� ��� c������ ��a�� a�� ������-
�����, �� ����������� �� ��� ���c�� (�� ��a�������) ��a� ��� ��� �� ��� �a���� �a��. S� ��a��� 
�� �a�� ����� ������� (�.�. E��c��� a�� Pa��� 1995), ���� a����� �� �� ����� ��� �a���� �a�� 
�� a ��a��c ��a������ a�� �� ��� ���� π(n) ���� ��� ���a��c ���� ��a���� ���b��� a� a ��� -
����� �� ��� ���c�a���c ���a��c �a��.�� B����� ��������, A��������� 1 � ����� ���� ���� 
c��������� �� ��� a������b�� �a���� �a���. A������� A ���� a �� ��� ��a���� a �a Sa���, 
b�� �� �� � ����a�� �� ����a���� ��a� ���� ����� ��a��a�� ��������a��� �����c� ��������, ��c� 
a� ���c���� c���c��� �� CES ���a�� ���c�ca�����, �a���a��� c������ �� A��������� 1.�� 
T�� ������� ��a������ ����� �� a ���b�� �� �����c�� ���� ��� ������ �� �������� ���a�-
�c� ���a���a��� b� E��c��� a�� Pa��� (1995). T���� a�� ��� c��c�a� ��a�����, �������, ��a� 
�ac����a�� ��� �a���c��a��� �� ��� a�a����ca� ����c���� �� ��� c������ ������. F����, ����� �� �� 
�� ������������� �� ��� �����. S�c���, ��� ��'� ��� ��a�� �� a b��a�� �a��ab�� (��cc��� �� 
�a�����).�� T���� ��� ��a����� �� ����� ��� ��a�� ��ac� c�������ab�� a�� a���� �� �� ca����� a�� 
�a�� �����a�� ������a���� �� a ������ �a��ab��, ��� ���b�� �� ���. T��� ��a�� �� a �a���c��a��� 
�� ��� a�a����ca� ����c����, ���c�, �� c����a�� �� ��� E��c��� a�� Pa��� �����, �������� ������ 
c���a�a����-��a��c �����c�����. I� �� ���a��������a�� �� ���� ����� �����c����� �� a ����c�� ���� 
��a������ (�.�. a c���� ��c���� �� ���������� �� ��� ������ �� S����� 1998). H������, �� �� a��� 
�����b�� �� �������c� ������������� a�� ���� a�� ��� ����� ����c���a���, ����� c������� ���� a 
��c� ��� �� ������ca� ���c�ca����� ��� ��� ��a�� �a��.�� 
�� C�����a��� ����� a�� ���� �a��� ������ ���� ��� �b����a���� ��a� �a����� �a��� a�� �������� b� ������� ����� 
a�� ���� �����. A���, ���� P���������� 8, ��� ���� ���������� ������� ��a��, ��� ���� �� ��� ���a�� ��a�� 
������b�����, �� ��� �a���� ����c���� ����� ����� a�� �a����� �a��� a�� a�������a���� ���a�. 
�� T��� �� a ������ca���� ��a� ����� ��� ��� a�a����� �� �a����� ���� �.�. ��a����� b� ����� a�� ������� 
��c��. 
�� A ������ ��a���� ca� b� ����� �� D��a������� a�� Pa��� (2007) a�� �� A������� A. 
�� C��� a�� R����a� (2008) ������� ��c���� c��������� �� ���c���� c���c� a�� C��� a�� R����a� (2007) �� 
��a��a� ��������. 
�� T��� �� ��� a� �a��ca� a� a��������� a� �� �a� ����: �� ��� ������c� �� ����� �a����� ���� ��� b� ����������� 
�����a���. S�� �������� 5. 
�� T���ca���, b��� �b������ a�� ���b������ ������������� a�� �������a� �� a ����c���a� ��a������. N��� ��a�, 
�������, �b������ ������������� ����� ��� c�����ca�� ��� ��a�� ��ac� �� ��� �����. F�� ����a�c�, �� A������-
�ab���a a�� M��a (2007) ����� �� �� �� �������������, ��� �a��a���� ��c���a�� �� �������� ����c���a� �a�a������ 
c���� ���� �a��a���� ac���� (�����������) �a�����. T��������, ���� �� �� �����, a �� �� a ��ca� �a���� ca� 
ba�� ��� ��c����� ������ �� ��� ���b�� �� ���, �ac����a���� a �a���c��a��� ������ ���a��c �������a���� ���b���. 
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T�� ba��c ��a����� �� ��� ����� ca� �������a��� ���� �a�� a����ca�����. A� ��������� 
b�����, ��� ��a������ �� a �a���a� ���c������� �� ��� �a�c�a� �������� ����� ���, c������� 
����� ���� �����, ��a�� � ������ ����� ��� ���� ����. M�������, ��� ����� �� ����c��� a����cab�� 
�� �a����� ����� ������ a��������c ������a���� ���b���� ���� a c��c�a� ���� �� �����a���� a�� 
��� ���c�����a�� ��c�a���� �� �� �a�����. I� �� a��� ���a��������a�� �� ��������� ��� ���������� 
�� ������a� a� R&D �� ���� �a�����. I� �a���c��a�, ��� ������� ����� ����� �a���a��� ���� R&D 
a����ca����� ����� �a����� �� �����a�� �� a ������ ������� �� ������ �����a� �� �a����� �� ��� �� 
�a���� �� ��c�� ���� ����� c��� (�.�. b����� �a�����) �� �� ������ �� c������ �� ��� �a���� 
a�a��. T��� �� ���� ������ �� ���� �� �a����� ����� ��� �a�� �ac�� ��c�������ca� ����������� 
�������� ������� ��cc��� �� �����a���� �� �a���a�� �a���� ������c� (�.�. IT, ��a�� ������).�� 
I� a ������ �� ��� �a�� ��a�� a ������ �������, ���� ���� ��a���� �� ��a���b�� �� ���� ���������� 
����� ���� ��cc������ �����a���� ca� ������ �� ������a� �� ��� ���� ���. S� ��a���, ��� ca� 
�����a�� a �a�� ��� acc��� �� ��� �a���� ����� c��������� ���������� �� ��c���a�� �� �a���a�� 
acc���. T�� ���������� c��� ca�, ��� ����a�c�, ��������� a����������, ����� a���������� ��c��a��� 
��� ���bab����� ��a� ��� �� ���� b� �����b���� ���� ������. I� a �� ���� ���������, �� �� 
��ac��ca��� ��� �� ��� �a���� a�� �a� �� ���� a� ����� ��� �� �� ������ �� ����� ��� �a�� ��� 
acc��� a�a��.�� 
D�� �� ��� ������ ����c����, ��� ����� �� �a���c��a��� ���� ������ ��� ������� a�a����ca� 
����. F�� ����a�c�, �� ba����� ��� ���a����c a���c� �� �������c ���� b����-�� �� ����������. I� 
�a���c��a�, �� �� ����� ���������� ��a� a ba��'� ���� �a���� ��c������� ca� b� a�c��� b� ���a��' 
���� �a���� �� a ���a����c ��ac� ��a� �� ����� b� ��� ���a��c� �� �a���� ����c����. T�� c������ 
����� �������� ���� ������ ��������. B�� ��� �� ��� ��c������� �� �a�� ���� c�a��� ���� ������ 
�a����� �� ��� a������? I� ����� �����, ��� ��c� ���� ���� a ba�� �a�� �� �� ����� ��a� �� ca�� 
�� �a����� �� ���� b� �� �ac� ba���� ��� �� ��� ���a�� �a�� ���? P�������a�� a�a����� ����� ��a� �� ��� 
������c� �� �������c ba��-���, �� ���� c��c����a��� �a����� ��� �a�� �� ���a����c ��b�������� 
�� T��� ������ �� R&D c���������� �� ����� �������� ���� a ��a��a�� (R&D, �a����) �ac�, ����� ����ca��� 
����� �� a ��c�������ca� a��a��a��, b���� a��a� �� b����� �� ���a��, �.�. Ha���� a�� V�c���� (1987), H����� 
(2004), K���a� a�� K�����c� (2009). 
�� T��� �� �����a� �� ��� ������ �� a�a������ a���������� �� D��a������� a�� Ma�����c� (2007). 
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ca� ���� ���� a �a�� �� ���a����c c���������� ����c��� ���� ���� �a����. I ���� ������� ����� 
��������� �� ������ ����. 
� ������� �������� 
T�� ������� ����� �� ������ �������� �� ����� �� ca����� ��a����� ac���� �����a� ���������� a�� 
���c� �� �� ��� �������� �� ���� a ���a���� ���c������� �� a�� �a���c��a� �a����. H������, �� 
��a� ������� I ���c��� ���� ������ca� ������� ���� ��� ba����� �������� ���c� a�� c��������� 
���� ��� �����'� �����c�����. T�� �a�c�a� �������� �� �����a� �� a �a���c��a��� ���� ��a���� 
�� ��� ������� ����� b�ca��� �a�c�a� ��� ��������� ��a�� � ������ ����� a�a���� ���� ����. 
I�����, �� �a�����, a� a ����c� c��������c� �� ���� ��������, �a� b��� ��� �� ��� �a��� ������� 
���c�� �� �������� ���a��c� �� ba�����. 
I� ��� 1980�, ��� �����-���� �������a���� ���c��� �� ��c� ���������c�� c���������� �� ��� 
�������� b� ������� �����a���ca� ������c����� a�� a��� c������� �� �������� �a��� a�� ���������� 
ac��������. I� ��� USA, ��� ����a�c�, ��b��a���a���� ��� �� a �a���� ��a��-��� a�� ��b��������� 
������� ����� (�.�. �a������, b�� a��� ������� a�� ac����������): ��� ���b�� �� ba��� ��c��a��� 
b� 48% b������ 1984 a�� 2003, ������� ��� ���� ��a� 3000 �� ���� �������.�� (J���� a�� 
C���c���� 2008) T�� ������ca� �����a���� ����� ���� c��c����a���� a� a ����� ��� (�ac� ��) 
c���������� a�� ���� �� ����� ������� �� ��a� c��c����a���� �� a���c�a��� ���� ���� ����� 
ba�����. (�.�. R��a��� a�� R��� 1982, B����������� 2001, Ma���� a�� G���a�a 2004, B����� 
a�� Jac���� 2006, B�c� �� a� 2005, 2006, B�a����� �� a� 2011)�� H������, ���� ��� a���c��� 
�a�� a�������� �� ���a�a�� ��� ��c�� �� c���������� ���� ��a� �� c��c����a����.�� C�a������ 
a�� La���� (2004) �a� ��� ��� �� �b����� ��a� c���������� ���� ��� ��c���a���� ������ ���� 
c��c����a���� �� ba�����: �� a �a��� �� 50 c�������� ���� ��� ������ �� 1994-2001 ���� �� a 
�� I������������, ��a������a� a�������� ��c� a� �ca�� �c������� �� ��� ���� �� ����a�� ��� ���a�� ���c��� �� 
�a���� c��c����a���� �� ��� �a�� ����� ��ca���. (�.�. B����� 2004 a�� A��� �� a� 2004) 
�� B�a����� �� a� (2011) ����� ��a� ba��� �� ���� c��c����a��� �a����� �a� ���� ����� ���������� �� ��� UK 
b������ 1885-1925. T��� �� ����������� b�ca��� ����� �a� �� ba�� �����a����, ����������� a�� ������� �����a�c� 
�� ���� ������. 
�� N��� ��a� ������ �� �����, ���� �� ��� ��������ca� ba����� �����a���� ���� ��� �a�� ������c���� b������ 
�a���� ����c���� a�� c����������. (��� ��� ������ B�c� 2008) 
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�������� ���a�������� b������ c���������� a�� �a���� c��c����a����. T���� ������� ��������� 
��a� c��c����a���� �� a ���� ����� ��� c���������� a�� �� �ac� c���������� a�� c��c����a���� 
ca� �a�� ����������� ��c�� �� ���� �a����. I�����, b������� �� ���� �����, Sc�a�� �� a� 
(2009) ���� �� a �a��� �� 45 c�������� ���� ��� ������ 1980-2005 ��a� c��c����a���� ����c�� 
���� �� ba����� ���� c���������� ��� c������������ (a���� ���� a ���� �� �����������a� a�� 
�ac���c�����c c�a�ac�������c�). T���� ������ ������ ������������ �� �� ����� a� ������ 
c��c����a���� �� a���c�a��� ���� ���� ���� �a���� (������ x) a�� a ���� ��ab�� �a���� (�.�. 
���� �a�����), ����� c���������� ca� a��� ��c��a�� (�.�. ��� ����� π(n) − g(xi) ��c��a��) ���� 
c��c����a����. F����������, ��� c������ ����� �������� a� a������� ��� ��� ba����� �a����� 
�a�� b�c��� �� c��c����a���, ������� ������� �� ��a������a� a�������� ��c� a� �ca�� �c�������, 
����c�� c����������, ����� ba������, '��� b�� �� �a��' ��c��, ��c. 
Ba����� �� ��� ��� ���� ��a����. F�� ����a�c�, ����� �a����� ���� ������ ���a� �a�a�� 
���b����, ��c� a� ��� a���� �a���� �� ��� �a���� �� H�a��� Ma�����a�c� O��a���a�����, a���a� 
�� �����c� ���� ������ca� ������ c��������� ���� ��� �����'� �����c����� (a����: �.�. GAO 
2008; HMO: �.�. J�� 2005, Da��� �� a� 2009). F����������, a������� ��� c������ ��a������ 
ca� ���� b� �a��� a� a� ab���ac� ����� �� �����a����, �� �����c�� a ��b��� �������� ���a�������� 
b������ �����a���� ac������ a�� �a���� c��c����a����, a� ������ca� �����a���� �b������ �� ���� 
�a����� (��� ��� ������ b� S����� 2007). A� ��c�, �� �������� a ��������ca� ������������ ��� 
��� ��c� ������ Sc���������a� H���������, acc������ �� ���c� �a���� c��c����a���� ��c��a��� 
�����a���� ����. I� ��� c������ �����, �������, ��� ��c������� �� �����a�� �� ��� ����a�� 
������� ��� ����ca� c�a����� �� �������� �������, ��c� a� �ca�� �c�������, �� ���� �� �a���� 
�����. 
� ���������� 
I� ���� �����, �a���� ���a��� �� �������� a� a �����a����. F����' �������� ����c�a����� �� ������ 
�a���� ����c���� ����� ����� ����������� �� ������a�, ���c�, �� ����, ����� �a���� ����c���� 
�� B��� C�a������ a�� La���� (2004) a�� Sc�a�� �� a� (2009) ��a���� c���������� b� ��� Pa��a� a�� R���� 
H-��a�����c. T�� H ��a�����c �����a��� ��� ������ �� ���c� c�a���� �� ����� ���c�� a�� ���c��� �� ��������. 
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���a��c�. W��� ��� �a�� ���a�� ����� ��� ������c�� �� ��� c������, ��� �a�b�� �� ����� 
������a� ����� ��� ��������� �� ����� �� ���. T��� ��a�� �� ��a��-���� �� ��a������� �a�����. 
Fa����� ���a��, �������, �a��� ��� ��a��� ��� ���������; ���c�, ��� ���� c��c����a��� ��� �a���� 
b�c����, ��� ���� �ac� �� ������� �� �������. T��� ������� �� a� ���������� �c������ ���c� 
�� ��c��a���� ���� c��c����a���� �� ������b����. T�� ��������� ���a��c� ����� ��� �a���� 
�� ������� ���b����c�, ����� �a���� c��c����a���� �� a���c�a��� ���� ���� ������� ���a���: 
c��c����a��� �a����� �����a�� ���� ����, ���� ������ab�� ���a��, a�� a��� ���� �����. 
T�� ����� �������� a� a�����a���� ����a�a���� ��� ��� �a����� �a� b�c��� c��c����a��� 
���� �� �. Ra���� ��a� �ca�� �c������� a�� ����� ba������, ���a����c �a�b���� �a� ����a�� ��� 
c��������c� ���a��� c��c����a���� ��a� �� �b�����, ��� ����a�c�, �� ���� �a����� ���� ���a� 
�a�a��, ��c� a� ba�����, a���� a�� ��a��� ca��. I� ��� ������� �����, ��� ���������� �a���� �� 
��� �����a���� a����� ��� �� ��������a�� �����c���� ��� (���a�� ��a��) ���bab����� ������b����� �� 
��bc������� (�.�. �a���� ����c�����). A������� �����(�) a�� ��� �� ���� �� � (a� ��� ������), 
��� ������c� �� ������� ��� ����� ca� ��������� ��� c������ ��� ������a� ��c� ��a� ��� ����� �a� 
��� b� ��� ��� a ���� ���� �� �. T��� ��a�� ��a� ��� c������ ca� �����c� ���a��c� �� ��ac��c� 
��a� a�� �b����a����a��� �����a���� �� c���������� ��c��a���� ���� �a���� c��c����a����. 
�������� � �������� ���������� ������� ��� ���������� 
T�� a�  �� ���� a������� �� �� ������� a� ��a���� �� ��� ��a�� �a�� �� ��� ba������ �����. 
T�� ����� b���� �� a ���a��������a�� �a��a�� �� ���b������ ��a���� ������ ��c� a� �.�. A���� 
(1984), H����� (2002) a�� R�b a�� F����a� (2005). 
��� ����� 
A� �� Sa��� (1979), ����� �� a c�������� �� c�������� ��ca��� ��������� a���� a c��c��, ����� 
��a���� �� ����a����� �� ���. Eac� c������� ������ �� b�� ��� �����c� �ac� ������, ��� 
��a���� �� ���c� ca� b� ���� u > 0 �� ��� 0. N������ c�������� ��� ��� �b����� ��a���� b����� 
c����������. P����c�� a�� ��������a��� ��������a��� a���� ���� �b����ab�� c�a�ac�������c�, 
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��a� a�� �������� a� ��a��� ����a�c��. D����� ��� ����a�c� b������ a c������� a�� �� i 
b� si ∈ (0, 1). T�� �� ���� ��� b���� �� c������ ��� ���� �����c�� b� �� i a� �� � t 
t t t t�� Ui
t = qi u − pi − csi, ����� qi �� ��� c�������'� b����� �� b����� a ���� ��a���� �����c� 
���� �� i, pi
t ∈ R+ �� ��� ���c�, a�� c ≥ 0 ��a����� ��� ��a��� c���.�� C��������' ������� 
������ �� ����a����� �� ���� �� ���� ���� b�� �� ����� ����c��� ������� �� ���-���a����. T��� 
������� ���c���� � ����� ������ca� c������� a�������� ���a��� (���b������) ��a����, b�ca��� 
����� c������� �b�a��� ���a���� ������� ���� c�������� a ��� ��a���� �����c� a� a �������� 
���c�, ���a������ �� ��� ����a�c� ���� ���. 
A� �� � t ����� a�� nt ��� ��������ca��� ��ca��� �� ��� c��c��.�� L�� N t = {1, ..., nt} b� 
��� ��� �� ��� �� ������ t. T�� c��� �� �����c���� �� ����. I� �ac� ������, �� i ca� ������ xi
t 
t t t�� ��a���� a� a c��� �� g(xi); xi �� ����a�� ������a���� (���a� �a�a��). A���� ��������� xi �� i 
�����c�� ��� ��a���� ���� ���bab����� 1 − xit . T�� ���-������ ���� ��� �� ���������� ��� �� 
t t t ti �� πˆ(p , γt), ����� p = [p =i a�� γ
t �� a ��c��� �� c��������' ac����� a� ����� b����. i; p−i −i j ]j �
������: I� �ac� ������, 1. F���� ��c��� �� ���� �� ��a�. I�c��b���� ����ca�� ��������ca���. 
2. F���� c����� ���c�� a�� x �� ���a�������. 3. C�������� c����� ���. 4. C���������� 
�a��� ��ac� a�� c�������� a�� ��� �b����� c������ ������ ��a����. 
������ ����������� I ���� ���� a� Ma���� ���a������ ��a� ���� ������ �� �a�� ������ ��a������. 
D��� ��� ��� �� (�a�� ������) ��a���� ��������� a� H t = ×i∈Nt−1 {ut−1 , 0}. A c������� c������ 
���c� �� �� b�� ���� a� a ���c���� �� ��� ������� �� ��a������, ��� ����a�c� ���� ���, a�� 
c������ ���c��. H�� ���a���� �� ���c��b�� b� ��� �a����� γ : H t × [×i∈Nt (0, 1)] × [×i∈Nt R+] → 
N t . Ha���� �b������ �a�� ������ ��a������, ��� ��c��� �� ���� �� ��a�. T��� ��c��b���� c����� 
���c�� a�� ��� ��� ����� �� ���������� �� ��a����. T���, ��� ���a���� �� �� i c������� �� ����� 
�a������: τi : H
t → {Quit, Stay}, pi : H t × N t → R+ a�� xi : H t × N t → [0, 1]. 
�� c �� a� ����� �� ��� ������ �� �����c� ��������a����. I� c = 0, ���� ����� a�� �����������, �����a� �� 
c > 0 �����c�� a�� ��������a���. 
�� I c����c���� �� �� �����b�� �� ������ ��� ����� a�� a���� ��� �� c����� ����� ��ca����. Ec�������� (1989) 
����� ��a� ���� ���� ��ca���� c���c�, ����� ������ a ��������c ������b���� �� ��ca����� a�� ���c��. 
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���������� �������� �������� ���� ����������� �� ������ ���������� 
���������� D� ��� b�� ���� a �� ���c� �a� �����c�� ba� ��a����. (M��� �����a���, �� ��� 
t
i < 0.) B�� ���� a �� ���c� �a�� ���� ����c��� �������; ��a� ��, c����� b�� ���� �� i �� U
=i, ∀i, j ∈ N t 



















�� ���� �a���'� �����c�� ba� ��a���� b�����.
 
������ Q��� �� ��� �����c�� ba� ��a���� �a�� ������. I� ��� �����c�� ���� ��a���� �a��
 
������, c����� pt t =
 r(p
t −i, γ
t) ∈ arg maxpt i πˆ(p
ti; p
t −i, γt). I� ��� �����c�� ���� ��c� ��a� p
t ���c� �a�� ���� ��� ���a��c �����a��� �� (1), ����� π(n) ≡��a���� �a�� ������, c����� x
∗), p∗, γ∗). 
ttt �� ,��πˆ(r(p∗, γ
t 
�������� � ������ 
T�� ��������� L���a� ���� b� ������ �� ��a� �������. 
����� �� xg�(x) > g(x) ��� x > 0� 
������ R�ca�� ��a� g��(·) > 0 b� A��������� 2. H��c�, ��� ��������� ����� ��� a�� ��� ������c� 
������ v, x �� ��� ���a��: g(v) > g(x)+ g�(x)(v − x). L������ v = 0 a�� ��ca����� ��a� g(0) = 0 
����� ��� �����a���� ������. 
�� A ����� ���a�� ���c�ca���� �� ���a��� ������. S������, a� �� D��a������� a�� Pa��� (2007), Uil = 
U(yl, zi, pi, qi) = κ(qi) − pi − �il, ����� yl �� a c������� a����b��� (�.�. c�������'� ��ca����), zi �� a ����-
�c� c�a�ac�������c (�.�. a ��'� ��ca����), κ(qi) �� a� ��c��a���� a�� b������ ���c���� ������������ ��� ��a� 
������� �� �� i'� �����c� (����� ������ca� c������� b������ ab��� ���b������ ��a���� �� �� i) a�� �il = ι(yl, zi) 
�� ��� �a��� �a�a�����. T�� ���a�� ��� �����c� i �� ���� ������ ��� ��� �� c�������� ��� ������ �����c� i 
�� j: di = Pr {yl|U(yl, zi, pi, qi) ≥ U(yl, zj , pj , qj ), ∀j � (N��� ��a� ���� �� ���� ��� Sa��� ������� ab��� ���� = i}. 
κ(qi) = qiu a�� �il = c �yl − zi� ≡ csi.) I� �� a����� ��a� ��� �a��� �a�a������ a�� ������������� a�� ������-
ca��� ������� �a��� ������b���� ac���� c�������� a�� �����c��, ���� ������ ��� ��a��a�� ����� ���a�� ������. 
F�������� D��a������� a�� Pa��� (2007), ������b���� ����� a�� ���� π(qi, q−i), ���c� �� ���� �� ���� π(n) �� ��� 
������b���� �� �� �ac� ��������c. 
�� Ob����� a� ������a�� ��a���� �� ���� ������b����: ����� �� �� ���a����c ���� b������ ���c� a�� ���������� 
�� ��a����. G���� c��������' ���a������ ��� ���'� ��� ���c� a� a ����a� �� ����� ����������, a�� ����� ����, 
c�������� ������� ������ ���c�� ���� ���� ���� ����� b������ ab��� ��a����. T��� ��a���� �� �����a� �� �.�. R�b 






����� �� �� � ��������� ����������� ������� ������ ��� ����� �������� �� �������� �����������
 
V (n) < V (n − 1)� 
������ T�� ����� �� b� ����c����. F����, I ���� ��a� V (2) < V (1). T��� ��������� V (n) <
 
... < V (1), I'�� ���� ��a� V (n + 1) < V (n), ���c� ������ ��� c�a� .
 
���� �� T� ����� V (2) < V (1) �b����� ��a�
 
V (2) − V (1) = π(2) − g(x(2)) + βx(2)[V (2)x(2) + V (1)(1 − x(2))] − V (1) 
π(2) − g(x(2)) + βx(2)V (1) − V (1) π(1) − g(x(2)) + βx(2)V (1) − V (1) 
= < ≤ 0 
1 − βx(2)2 1 − βx(2)2 
����� ��� ��� �����a���� ������� ���� A��������� 1 a�� ��� ��c��� ���� ��� �ac� ��a� π(1) −
 
g(x(2))+βx(2)V (1) ≤ V (1) b�ca��� x(2) �� ��� �a�� ���� �� ��� �������'� ���a��c �����a���,
 
�a���� ��a� ��� ��������'�.
 
���� �� N���, ������� V (n) < ... < V (1). T���, I'�� ���� ��a� V (n + 1) < V (n). L�� x ≡
 
x(n + 1) b� ��� �a��� ���c� �a�� ���� ��� ��'� ���a��c �����a� �� a ��������c ������b����
 
���� ����� a�� n + 1 ��� �� ��� �a����. T���,
 




n−1 � � 
n − 1 n−kV (n + 1) ≤ π(n) − g(x) + β V (n − k) (1 − x)k x (B.1)
k 
k=0 �n � � n−1 � � n n − 1 n+1−k − β n−k+ β V (n + 1 − k) (1 − x)k x V (n − k) (1 − x)k x 
k k 
k=0 k=0 
����� ��� �����a���� ������� ���� A��������� 1 a�a��. N��, �b����� ��a� ��� ���������� �� 
��� ����� �a�� ���� �� ��� ��� ���� �� (B.1) �� ���� ��a� V (n) b�ca��� x �a�� ���� ��� �a��� 
���c���� ���� ����� a�� n + 1 ���, �a���� ��a� n. T���, ���� (B.1) �� ��� 
�n−1 � � n−1 � � n 
(1 − x)i+1 n−i − β n − 1 n−iV (n + 1) − V (n) ≤ β V (n − i) x V (n − i) (1 − x)i x 









� � � 
� � 
i 
����� I ����c��� ����c�� ������� k = i +1 �� ��� ��� ���� a�� k = i �� ��� ��c���. N���, ����� 
Pa�ca�'� �������� 
n n − 1 n − 1 
= + (B.2)
i + 1 i + 1 i 
a�� ��� c��������� n
l 
= 0 ��� l < 0 a�� l > n, ��� �����a���� ca� b� ��a��a���� a� 
n−1 � � n−1 � � 
n − 1 n − 1 n+1−iV (n + 1) − V (n) ≤ β V (n − i) (1 − x)i+1 x n−i − β V (n − i) (1 − x)i x 
i + 1 
i=−1 i=0 
T�� �a�� ������� �� ��� ��� ��� ca� b� ������� b�ca��� ��'� ����. T���, ����c���� ��� ����� 
bac� a�a��, ��� i = k − 1 �� ��� ��� ��� a�� i = k �� ��� ��c���. T��� ������: 
n−1 � � 
n − 1 n+1−kV (n + 1) − V (n) ≤ β [V (n + 1 − k) − V (n − k)] (1 − x)k x 
k 
k=0 
n−1 n−1 n+1−kβ k=1 [V (n + 1 − k) − V (n − k)] k (1 − x)kx= < 0 
1 − βxn+1 
����� ��� �a�� �����a���� ����� b� ��� ����c���� ����������. 
����� �� ����������� � 
B� �����c���� �� (1), �� �� � ����a�� ��a� B�ac�����'� ��c���c� c���������, �a���� ��������c-
��� a�� ���c�������, ����. T��������, ��� �a��� ���c���� ������ a�� ������. A���, ��� ��c��� 
����� c�������� �� �� ��� −g��(x) < 0 (A��������� 2). T��� � ����� ��a� ��� ��ac���� ���c����� 
a�� ������. I� ���a��� �� ���� ��a� ����� ��ac���� ���c����� ���� a ��������c ������b���� �� 
��� �a�� �� ���� ���a������. T��� ������� ���� ��� ��������c ��ac���� ���c����� b���� c�����-
���� a�� �����a�� �������. L��'� ����� ��� (��������) ��� ����� c�������� �� ��� �����a��� 
(2) �� ��� ��������� �a� 
n−2 n−2
(n−2) (n−2)
fi(xi; xj , xl, n) ≡ βxj V (n − k)ck + β(1 − xj ) V (n − 1 − k)ck − g �(xi) = 0 
k=0 k=0 
(n−2)










n−2 (n−2)���a�� ( c = 1) a�� xl = [xh]h=� i,j. C��������� �� �b�����. F����������, ��� ��ac���� k=0 k 
���c����� a�� �����a�� ������� b�ca���, b� ��� I����c�� F��c���� T������, 
n−2 (n−2)∂xi ∂fi(xi; xj , xl, n) ∂fi(xi; xj , xl, n) β [V (n − k) − V (n − 1 − k)]ck=0 k = − / = < 0��(xi)∂xj ∂xj ∂xi g
����� ��� �����a���� ������� ���� L���a 2. N��� ��a� ��� ��ac����� ���c����� a�� ����a� 
(∂xi/∂
2xj = 0), ���c� ��� ��������c ������b���� �� ������ �� |∂xi/∂xj | = 1� . 
����� �� ����������� � 
T�� ����� c������� �� ��� �a���. I� ��� ��� �a�� I ���� ��a� ��� ���� �a�� ���� �� ��� ��� ����� 
c�������� (2) ��c��a��� ���� x. I� ��� ��c���, I ����� ��a� �� a��� ��c��a��� ���c�a���ca��� ���� 
n. A� a ������, ������ n ���� � ��� ����� x �� ������b����. L�� f(x; n, β) ������ ��� ���� �a�� 
���� �� ��� FOC �� (2) ���� ζ = � = 0: 
n−1 � � 
n − 1 n−k−1 − g �(x)f(x; n, β) ≡ β V (n − k) (1 − x)k x (B.3)
k 
k=0 
���� �. F����, I ���� ��a� ∂f(x; n, β)/∂x < 0. T� ��� ����, ��������a�� (B.3) 
n−1 � � 
∂f(x; n, β) ∂ n − 1 n−1−k − g ��(x)= β V (n − k) (1 − x)k x 
∂x ∂x k 
k=0 
T�� �a�� ���� �� ���a���� b� A��������� 2. T�� ��� ���� �� ����������a� �� 
n−1 n−1 � � 
∂ n − 1(n−1) n−2−kV (n − k)ck = V (n − k) (n − 1 − k)(1 − x)k x ∂x k 
k=0 k=0 
n−1 � � 
n − 1 n−1−k− V (n − k) k(1 − x)k−1 x 
k 
k=0 






� � � 
� � 
� � � 
��� ��� ������� �� ��� ��c��� ���, ���c� a�� b��� ����, �� �b�a�� 
n−1 n−2
∂ � (n−1) � (n − 2)! n−2−kV (n − k)ck = (n − 1) V (n − k) (1 − x)k x ∂x k!(n − 2 − k)!
k=0 k=0 
n−1
(n − 2)! n−1−k− (n − 1) V (n − k) (1 − x)k−1 x 
(k − 1)!(n − 1 − k)!
k=1 
S�b������� i = k �� ��� ��� ��� a�� i = k − 1 �� ��� ��c��� ���. T��� 
n−1 n−2 � � 
∂ n − 2(n−1) n−2−iV (n − k)ck = (n − 1) [V (n − i) − V (n − 1 − i)] (1 − x)i x ∂x i 
k=0 i=0 
T�� ����� �a�� ���� �� ���a���� b� L���a 2. T�������� ∂f(x; n, β)/∂x < 0. 
���� �. N���, I'�� ���� ��a� f(·) �� (���c�a���ca���) ��c��a���� �� n. I� �a���c��a�, ��� a�� 
x ∈ (0, 1), f(x; n + 1, β) < f(x; n, β). F�� ����, �� ���� 




n − 1 
= V (n + 1 − k) (1 − x)k−1 x n−k (B.4)
k − 1 
k=1 
����� ��� ���a���� ������� ���� ������� i = k − 1. I� ����� �����, ��� ����c��� �a��� �� 
V (n + 1) < ... < V (1) ���� CDF B(v; n, x) �� ��a���� ��a� ��� ����c��� �a��� �� V (n) < ... < 
V (1) ���� CDF B(v; n − 1, x), �����: 
�v v� n 
B(v; n, x) = b(k; n, x) = (1 − x)k x n−k 
k 
k=0 k=0 �v v n − 1 
B(v; n − 1, x) = b(k; n − 1, x) = (1 − x)k−1 x n−k 
k − 1 
k=1 k=1 
N��, b�ca��� V (·) �� ����c��� ��c��a���� �� k (L���a 2), (B.4) ����� �� B(v; n − 1, x) ���� 
������� v = 1, ..., n (��� �����) ���c�a���ca��� �����a��� B(v; n, x) ���� ������� v = 0, ..., n; 
��a� ��, B(v; n, x) ≥ B(v; n − 1, x) ��� v = 0, ..., n a�� ���� ����c� �����a���� ��� ���� v. T��� 




� � � � � � 
� 
� � � 
a�� B(1; n, x) − B(1; n − 1, x) = (n − 1)(1 − x)xn−1 . T��������, ��� ����c����a� ���������� �� 
n − 1 n−vB(v; n, x) − B(v; n − 1, x) = (1 − x)v x (B.5) 
v 
A� B(v + 1; n, x) = B(v; n, x) + b(v + 1; n, x), ���������, 
B(v + 1; n, x) − B(v + 1; n − 1, x) = 
n − 1 n−v n (1 − x)v+1 n−v−1 − n − 1 n−v−1 = (1 − x)v x + x (1 − x)v x 
v v + 1 v �� � � �� � � 
n n − 1 
(1 − x)v+1 n−v−1 n − 1 (1 − x)v+1 n−v−1 ≥ 0= − x = x 
v + 1 v v + 1 
����� a���� ��� ��� ���a���� ���� I ���� ��� ����c����a� ���������� (B.5), a�� a���� ��� �a�� 
���a���� ���� I ���� Pa�ca�'� �������� (B.2). T�� �����a���� ab��� �� ����c� ��� a�� v < n − 1, �� 
�����a���� (B.4) �����, a�� �� ca� c��c���� ��a� f(x; n, β) �� ��c��a���� �� b��� x a�� n. 
����� �� ����������� � 
F��� ��� ��� ����� c�������� (B.3), 
∂f(x; n, β) ∂V (n) βxn−1 
= βxn−1 = > 0,
∂π(n) ∂π(n) 1 − βxn 
n−1 � � 
∂f(x; n, β) ∂V (n − k) n − 1 n−k−1 = β (1 − x)k x > 0 
∂π(1) ∂π(1) k 
k=0 
T�� ��c��� �����a���� ������� ���� a �� ��� ����c���� a������� a� �������. C��a���, ∂V (1)/∂π(1) = 
1/(1 − βx1) > 0. N�� ������� ∂V (1)/∂π(1), ..., ∂V (n − 1)/∂π(1) > 0. T���, 
∂V (n) β 
n−1
∂V (n − k) n − 1 
= (1 − x)k x n−k > 0 
∂π(1) 1 − βxn ∂π(1) k 
k=1 
����� ��� �����a���� ����� b� ��� ����c���� ����������. H��c�, ∂f(x; n, β)/∂π(1) > 0. 




T������, ∂f(x; n, β)/∂x < 0 (P���������� 3, S��� 1) a�� ��� �����a������ ������� ab���, �� 
�a�� 
dx(n) ∂f(x; n, β) ∂f(x; n, β) dx(n) ∂f(x; n, β) ∂f(x; n, β) 
= − / > 0, = − / > 0,
dπ(n) ∂π(n) ∂x dπ(1) ∂π(1) ∂x 
dx(n) ∂f(x; n, β) ∂f(x; n, β) 
= − / > 0 
dβ ∂β ∂x 
����� �� ����������� � 
F����, I c������� ��� ���� ������� �� ��� ���a��c �����a��� a�� b� a ���a��������a�� ��-
��c����a� a������� I ���ab���� ��a� Vt
e(n − 1) − Vte(n) ≥ 0 a�� Wl,t(n − 1) − Wl,t(n) ≥ 0 
��� a�� t, l a�� n, ����� Vt
e(·) a�� Wl,t(·) a�� �a��� ���c����� ���� ����� a�� t ������� ��-
�a�����. T���, b� ��a��a�� ���a��c �����a����� a��������, lim Vt
e(n) = V e(n), �� �� �� 
t→∞ 
������ ��a� V e(n − 1) − V e(n) ≥ 0. S� ��a��� Wl(n − 1) − Wl(n) ≥ 0. N���, I ���� ��a� 
0 < V e(n),Wl(n) < ∞ a�� ���c� 0 < ρl,n < 1 ��� a�� n, l. La����, ��� ����c� ��������c��� �� ��� 
�a��� ���c����� ���� b� ���ab������. I� ��a� ������� I ���� ��� ������c���� a�� ��� a������� �� 
xe(n) �� ����� �� �a�� ���a���� �� x ≡ xe(n). 
���� � B� A��������� 1, V0 
e(n − 1) − V0 e(n) ≥ 0 ��� a�� n b�ca��� V0 e(n) = π(n). N�� 
������ ��a� V0 
e(n) = WN,0(n), ���� (4) a ���a��������a�� bac��a��� ����c���� ����� ��a� 
Wl,0(n − 1) − Wl,0(n) ≥ 0 ��� a�� l a�� n. S� ������� V e (n − 1) − V e (n) ≥ 0 a�� Wl,t−1(n −t−1 t−1
1) − Wl,t−1(n) ≥ 0 ��� a�� l a�� n. T���, ����� ��� �a�� ��a������a����� a� �� S��� 2, ����� �� 
L���a 2, ��� ca� ���� ��a� 
Vt
e(n) − Vte(n − 1) ≤ 
n−2




n − 2 − [W1,t−1(n − k)ρ1,n−k−1 + W1,t−1(n − k − 1)(1 − ρ1,n−k−1)]) (1 − x)k x n−k 
k 
≤ 0 (B.6) 
T�� �a�� �����a���� ������� ���� ��� ����c���� ����������, W1,t−1(n−k+1) ≤ W1,t−1(n−k) ≤ 
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W1,t−1(n−k −1) ��� a�� 0 ≤ k ≤ n−2. N����� ��a� Vte(n) = WN,t(n), ���� (4) a ���a��������a�� 
a����ca���� �� bac��a��� ����c���� ����� ��a� Wl,t(n − 1) − Wl,t(n) ≥ 0. T��������, ��� a�� t, l 
a�� n, V e(n − 1) − V e(n) ≥ 0 a�� Wl,t(n − 1) − Wl,t(n) ≥ 0. T�� �a����� Vte +1(n) = TV e(n)t t t 
�� a c����ac����, �� lim Vt
e(n) = V e(n) ���������. T��� V e(n − 1) − V e(n) ≥ 0 a�� �� ��a���, 
t→∞ 
Wl(n − 1) − Wl(n) ≥ 0 ��� a�� n a�� l. W�a� ��������c��� �� ���ab������. 
���� � S�b��������� ��� ��� ����� c�������� bac� ���� (5) ������ V e(n) = π(n)−g(x)+xg�(x). 
F��� L���a 1 a�� ��� �ac� ��a� x � 0 �� ������b����, V e(n) > π(n) ≥ 0, ����� ��� ��c��� = 
�����a���� ������� ���� A��������� 1. A� �� �� ca� �� b����� ��a� c����c���� �������� 
����� a� ������� ����� ��������� x = 0, V e(n) ≤ π(1)/(1 − β) < ∞ ��� a�� n. B�� ���� ���� 
� ����� 0 < Wl(n) < ∞ a�� ���c� 0 < ρl,n < 1 ��� a�� n, l. 
���� � I� ��a� �������, I ���� ��� ������ ��������c��� �� V e(n) a�� Wl(n). I����a���� 
(B.6) ����� a� ��� �� �� ���, �� �� ca� c������� �� ������� ��� �� � ��b�c�����. F����������, 
���� A��������� 1 ��� n = 2 ��� ��� �����a���� �� (B.6) �� ac��a��� ����c� (��� S��� 1, ����� �� 
L���a 2), ���c� ca� ���� b� ������� a� 
V e(2) − V e(1) < βx2[W1(3)ρ1,2 + W1(2)(1 − ρ1,2)] − [W1(2)ρ1,1 + W1(1)(1 − ρ1,1)] ≤ 0 
T�� ��c��� �����a���� ������� ���� ��a� �� �a�� ���ab������ �a�����, ��a� �� Wl(n − 1) − 
Wl(n) ≥ 0 ��� a�� l. B�� ���� WN−1(1) = V e(2)ρN,1 +V e(1)(1−ρN,1) > WN−1(2) = V e(3)ρN,2 + 
V e(2)(1−ρN,2) b�ca��� WN (n) = V e(n) a�� 0 < ρN,1, ρN,2 < 1. N����� a�a�� Wl(2)−Wl(3) ≥ 0 
a�� 0 < ρl,1, ρl,2 < 1 ��� a�� l, ���� � ����� ������� bac��a��� ����c���� ��a� W1(1) > W1(2). 
A� a c��������c�, ����� �� a� ��a�� ��� ���a���� ������� �� ��� ����� �a�� ���� �� (B.6), ���c� 
���� ��a�� ��� ��c��� �����a���� �� (B.6) �� ����c�. T��������, V e(n) < V e(n − 1) ��� a�� n. 
F�������� ��� ����c �� ��� a������� ab���, �� � ����a���� ������� ��a� Wl(n) < Wl(n − 1) ��� 





� � �	 � 
i 
����� �� ����������� �
 
D����� ��� �a���� �a��ab�� �� ��� ���b�� �� �a������ a� ω(t). U���� ��� �ac� ��a� (1 − adt)h = �h � �h (−adt)i = 1 − hadt + o(dt), ����� lim o(dt)/dt = 0, ��� ��a������� ���bab������� �� ��� 
dt→0i=0 
�����c���� ����� a�� 
⎧ ⎪⎪⎪⎪ 1 − nθndt + o(dt) �� k = 0 ⎨ n 
Pr(ω(t + dt) = k|n) = (θndt)k(1 − θndt)n−k = nθndt + o(dt) �� k = 1k	 ⎪⎪⎪⎪⎩ o(dt)	 �� k > 1 
S� ��a���, ������� ��� �a���� �a��ab�� ψ(t) ������ ��� ���b�� �� �������� ���, ��� ��a���-
���� ���bab������� �� ��� ����� ���c��� a�� 
Pr(ψ(t + dt) = j|n − k) = 
⎧ 




= ρl,n−kdt (1 − ρi,n−kdt)	 (1 − ρi,n−k+1dt) = ρl,n−kdt + o(dt) �� j = 1⎪	⎪⎪⎪⎪ l l=1 i<l	 i>l ⎩ 
o(dt)	 �� j > 1 
L�� ��� �a���� �a��ab�� Z(t) ������ ��� ���b�� �� ��� �� ��� �a���� a� �� � t. T��� 
dZ(t)/dt = ψ(t) − ω(t). T�� ��a������� ���bab������� �� a ������ ���� ����� a�� n ��� �� ��� 







� � � 





� � � 
Pr(Z(t + dt) = n + 1|Z(t) = n) = [1 − nθndt + o(dt)] ρl,ndt + o(dt) + o(dt)
l 
= ρl,ndt + o(dt)
l 
Pr(Z(t + dt) = n − 1|Z(t) = n) = [nθndt + o(dt)] 1 − ρl,ndt + o(dt) + o(dt)
l 
= nθndt + o(dt) 
Pr(Z(t + dt) = n|Z(t) = n) = [1 − nθndt + o(dt)] 1 − ρl,ndt + o(dt) �
 
l � 
+ [nθndt + o(dt)] ρl,ndt + o(dt) + o(dt)
l 
= 1 − nθndt − ρl,ndt + o(dt) (B.7)
l 
Pr(Z(t + dt) = n + m|Z(t) = n) = o(dt) if m �= −1, 0, 1 
���� �����a� c��������� Pr(Z(t + dt) = 0|Z(t) = 0) = 1 − ρl,0dt + o(dt) a�� Pr(Z(t + dt) = l 
1|Z(t) = 0) = ρl,0dt + o(dt). D����� ��� ��������� �a�a������ �� ��� Ma���� ���c��� a� l 
µn = nθn a�� λn = l ρl,n a�� ��� ��a������� �a���� a� G. S�a����a���� � ����� ��a� ��� a���a�� 
�� ���� a ��a�� �� ���a� �� ��� a���a�� �� ��� �� ��a� ��a��. T�� ��a����a�� ������b�����, 
���������, �a����� P �G =P ����� P � = [P0, P1, ...]. T��� 
(1 − λ0)P0 + µ1P1 = P0 
λn−1Pn−1 + (1 − λn − µn)Pn + µn+1Pn+1 = Pn ��� n ≥ 1 
λ0λ1···λn−1a�� ������� ���� ������ �� ���a����� ��c�������� ������ Pn = P0 ��� n > 0. F�� µ1µ2···µn 
�������c� ��� ���bab����� �a�� ���c���� ���� ��� �� �� ���, ��a� �� 
�∞ ∞ ∞ n−1 λi
Pn = P0 + Pn = P0 + P0 = 1 
n=1 
µi+1 n=0 n=1 i=0 
�∞ � n−1 λiT��������, ��� ��� ab��� �� ���� �� �� ��c���a�� a�� ��c���� �� ���� ��a� < n=1 i=0 µi+1 
∞. F��� P���������� 5 limn→∞ λn = 0 a�� ���� P���������� 6 limn→∞ µn = ∞. A�������, 
��� ����a�c�, ��� �a��� ���� �� �� � ����a�� ��a� ��� ������c� c�������� (���� �a�����, �� �ac�). 
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� � T���, � �−1∞ n−1 λi
P0 = 1 + 
µi+1 n=1 i=0 
U��������� ������� ���� ��� �ac�� ��a� ��� ��a������� ���bab����� �a���� �� ��a��a�� a�� ��� 
c�a�� �� ������c�b��. (G�� ���� a�� S����a��� 2001, T������ 6.9.21) T�� c�a�� �� ��a��a�� 
b�ca��� limdt→0 Pr(Z(t + dt) = i|Z(t) = j) = 1 �� i = j a�� ���� ��������� a� �� �� c��a� ���� 
��� �������� �� ��� ��a������� ���bab������� �� (B.7). T�� c�a�� �� c��a��� ������c�b�� b�ca��� 
a�� ��a�� ca� b� ������� ���� a�� ��a�� ���� ����c��� �������� ���bab�����. �∞F����������, E(n) = n=1 nPn < ∞ b�ca��� a������� ��� ��a���� ��� �a��� ���� a�a�� 
(n + 1)Pn+1 (n + 1)λn λn
lim = lim = lim = 0 
n→∞ nPn n→∞ nµn+1 n→∞ nθn+1 
���������� 
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